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Рассматривается осесимметричная контактная задача теории упру
гости для трех соосных цилиндров, имеющих конечные длины и раз
ные диаметры. Цилиндры контактируют между собой торцами. Кон
такт между цилиндрами предполагается гладким, то есть без сцепле
ния, а зоны контакта считаются неизвестными. Для простоты прини
мается, что на боковых поверхностях цилиндров нормальные и каса
тельные напряжения равны нулю. На свободных горнах цилиндров 
приложены симметрично расположенны. сжимающие нагрузки таким 
способом, что обе контактные области образуются в виде круга.

Решение рассматриваемой задачи представляется в виде суммы 
рядов Фурье и Фурье-Дини с неизвестными коэффициентами, для оп
ределения которых получены три бесконечные системы со свободными 
членами, стремящимися к нулю и дне системы парных рядов уравне
ний. содержащих функции Бесселя, решение которых сводится к ре
шению квазнвполне регулярных бесконечных систем линейных урав
нений. Окончательные выражения для контактных напряжений полу
чены с выделенной особенностью.

Подробная библиография по этому вопросу приводится в [1].
Для решения описанной задачи величины, относящиеся к верхне

му, среднему и нижнему цилиндрам, будем отмечать соответственно 
индексами 1, 2 и 3 (фиг. !).

Граничные условия и условия контакта рассматриваемой задачи 
имеют вид

о(0(г,//)=Л/(г) =

г)=

0)=-/г<;Дг, 0)
0)=0

Հ2>(ր, /2)=^)(г, 0)
օթ(ր,/։)=0

у 4։Ч(^г) 
й=0

г, 6)=0

</>(/?/. *)=0

0<ք«?յ

с3<г<Я։

г о(О(г, 0)=օ(?)(ր,0)
1 0)=0

| ар(Г, /2)==?)(г,0)
I ^(Г, 0)=0

0=1.3)

0=1,2. 3)

(/=1,2,3) (1)

О<сг<с։

Դ<ր<^շ
0^ր<ճ3 
Գ<ր<^
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где /, (/= I. 2, 3)—длины, /?/—радиусы цилиндров, Л(л') — функция 
Бесселя действительного аргумента первого рода, положительные 
корни уравнения = О, а С/ (/= 1, 3)-размеры области контак
та двух цилиндров.

Функции напряжения Лява ищем ь виде

ф(0(г, г)=г(Д,г=-|-/Л2’ V [£^/0(Х^г) О^Ч/гЛ(>л<г)|51пХ*^ 4-
Л-1

2 (А₽а11М4֊^ (ЛЬ?^4-С^^ЬМ4-О<03а./2сЬМ)А(3«г) (2)
Л=1

где /л(х)—функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента, 
(/=1, 2, 3), ся=0.

Пользуясь обычными формулами [2] и вычисляя при помощи (2) 
напряжения и перемещения, удовлетворим далее условиям (1). полу
чим следующие соотношения:

Л ֊֊—<>. В‘“^\аИ' <£=1-3). -2(1-2’,)Л։ч 6«։Д,=0 
2(14֊*/) Ь(1-т-‘о)

(3)

^/,/х(ХЛ։7?,)4 Ор|2(1->/)Д(/^)4-ХЛ։/?//о(Х^)1«О (/=1. 2. 3)

В<р -г27<</)=0 (/=1,2,3)

А^8Ьр^4-С^^5Ьр*/4-^^(р*/СН|1^4-2^/5Н|։л1)-0 (г = 1. 2. 3) (4)

а(‘^Р'
—А^сЬн,— С^РА/сЬи*;—$11иЛ/) — ^[р*а8Ьи*/—(1—2՝*/)сЬр*;| = —-

“л/
(/-=1.3)

(1-2л)С։ - V (52а։(1֊Л)С1РУ0(?л։г) ^О'(1->2)С?)4(?а-->г)|=-0 (Кг®, 
Л-1

<»4֊ У 1 ֊ А<;>4-(1 ֊2',)^>14(М) = V /<.։7О(3Л1Г) с,<г</?։ (5) 
л-1 л»։

4(1-*2)А2-ЬЗ(1-2^)^-б*(1-273)С34- 2 |{У 1-^(С<?>сЬИю 4֊
Л-1

ПрзИр«) /։( %2Г) - 1 -V,) С'С^Ц Ъпг) ] = 0 0<г <с3

4(2->2)А2 4֊ 6(1 —*։)/?я 4- ^2{—А^сйрЛ2—С^(р«сЬр*2—зЬр*?)— (6)
Л -1

~^?|^11р*2—(1—2у։)сЬр*2|}/0(3«г)- У ^’.2А(?а-.г) с3<г</?2
Л-1

41>; У (1-2*1)^֊^} 
л-1
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=2 {₽Ы֊А^+(1֊2’։)Р«’)֊Р»Ш?кг) О^г<г։ (7)
Л-1

4(2-»։)Л„Н 6(1- <։)й,4- 2 {%1-Л?’ (1-2-։)О«>|-Рй}4(?,у) = 0
А-1

С։<Г<К։

4(2— >г)ЛГ1 6(1—<.)/?2+ 2^ Ч^(11А.2сЬ|1А2-§ь^2) ^[МздИ։^--
л—։

-(1-2’։)с11н„]-л«с11!»։,Ш?иг)=2 2 ЩЛЧ
4-1 «-1

-и(1-2ъ)О»)]֊РйК(Зыг) О<Г<А (8)

“?’+2 (%|-л?+(|֊ад1л։4(?/)=о ‘»«я»А--1

у(1} _ Н - ^Л^Л)1(-1НС/с1^+о^ьи₽/)-су>]
*~Ч,/£» ('^4֊^)г (*-1.2.3) (9)

где введены обозначения

>Ч/=?*Л ('=։.?.?)> о=£. с’=֊2 
02 03

'■5.<Л();.Л.)С'‘>= /<՛> [1 | |-245г

(/=1,2,3)

п __ V р.=_ у (-1)ЧЛ'>
*' (лал/+^։-)։ м (^+^)։

б/(г= 1, 2, 3)—.модули сдвига, а (/ = 1, 2, 3) —коэффициент Пуассона.
Введем обозначения

Л'(о
-Ж0+( 1-2^0« (/=1,2, 3)

(10)

2<2»
-^?)сЬ։1։,-С»)(|1кс11!.и-8ЬИй)- 0?'|1֊к$Ьив-(1-2<,)сЬ|.1И] = 

р*2
Тогда из соотношении (4) —(8) получим

+П'>
(/=1,3)

^•>п^ ։ь>14, -1Ч.
та/ ?а/

(П)
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Ն^(2) 7(2) )ք(2)
^)=֊Ւք^յր+^^~, 

ր*2 • 1:2 • 42 ® Յ3
1ն164*(1=ԾՏհՆ֊Հք./. ^“Տհւ^Ըհ^+ւ^,, ^=տհ^;+ւ^օհ^ (։=1.2.3)

ՈօԶՉ1<38;|5հ| 311Ո>1€11110 Շթ, (4=1,2, 3) ո (5)–(8) II \րԱ«1՜հ18ՁՈ ^)> Ո0/1յո։||ձ| Շ^6;;^101ա16 Ը41Ը1-6ԱԽ1 ՈՈթՈե^ թ51ՋՕ8 )՜088(16118111

Հ(^ր)+(1֊“)(1+^))

- ոչ«<՚>+Հ–
1և. ~ /=՜<2) /(2)

2 (1–*)^և –~֊յ0(Խր) Օ^ր-^Շ,

(12)«Ր+2 ^Հ»(թ«ր)=2 />*ւՀ,(թ*ւր) *։«Ջ։
4—1 4-1

°° ( /(-) )902,+ 2 »*(1+^>) ֊է Հ(.տ«ր) + (1––«*)(1 + ^3))֊^ Հ> (3«ր) | =
^(2) ր(2) ր ^(Յ) 0<3)4–ՔՀ^Հ*^^7^շր)+^ (1–«*)ձ^^4–^–^ր) 0<ր|<^3

1 4 Հհ2 4=1 4 &3 (13)
4(գ «> °°՝^ն)>1շ+6(1–^)Ջ2+ V ճք)Հ,(թ«ր)= ֆԲ-^ձ^շր) Շ3<><Բ2

^֊■–^(^(՚) - Բհէ )Հ>( ^ւր)=4(2–՜2 Տ։ )/12+6( 1–*2)Տ2 + 2 (Ճ^-Բ^ Հ(^շր)=0
*=0ճՏր<ն (Ա)

4(2–7շ)/12+6(1–Հ)02–Հ 2 (Ճ^-Բ^յ^֊ր) = 0 շ.<ր<Բ2 
4-1

4(2^։)/շ+6(1–^)Ջ2 + V (2ք)–7Հ2)Հ(ք*«ր)=^3»+ 2
*–՛ 0^ր<ր3 (15)

ճ(3)+շ (^>֊/>*տ)ձ(8«ր)=° էՅ<ր<^ 
4-1

^(1-2*,)^ ,յ)= 4(1–7շ)/12+3(1–2^)^––^*(1–2^)Շ3յ֊֊ն֊(–ճ(1–72) ՚ հս 1֊Ն+0ք(^–Ն)

1 V, մ. X ՚շ
V. = ----------------=--------- , «* =----------------------1–ն–|–ճ(1–7շ) 1–.;շ+ճ»(1–ն)՜,=Տհթ«(Շհ|ւ*/–տհթ*,) + (։*<( 1 + թ«) («=1,2, 3)

Ոթ6^օր38«.\< ճ(̂  (1=1, 2, 3) » 3 8քԱ16

(16)
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(17)

Подставляя (17) во вторые уравнения (12)—(15), получим

(/=1. 3), ^=ф. Н(2—,)лг б(1-Ъ)в,1|/-^ (18)

Подставляя Х1р (/=1,2) в первое уравнение (14). затем умно
жая полученное соотношение на /-(с-—г2)! -’Л*(— 5, 5 I 3/2, 1, г*д-[), да
лее интегрируя по г а пределах от 0 до г, и пользуясь значением 
интеграла |3. 4]

Лп-iii (^)Л> - з/2 
й. ?2Л(^) ~ J

о
из (19) получим

(20)

Аналогичным образом из (15) получим

(21)

При помощи (3). (18). (20). (21) получим

Г|
| г‘«(^-г>)^/.(_5.5+14- +*. Н-1. £)Х(М=

/-2ЛН"’Г н-рр Г<1 >)Г(1-р.2+д)
\М 2Г(1+>+5) 

-.ч i ,r/.’(3fct’։)

получим

V /)0) V J2r՛ 1-'*‘ i.p) yt -7'М ■ t/2 (?а2Гх)./;Л ■ з/з (1>К!С|)
я^о л V*1 Vb(^ 1 ' jij |J»/?։)

(19)
где Г(д՛)—гамма-функция, F(։, 5, *. х) — гипергеометрический ряд. 

Пользуясь значением ряда [3. 4|

2 
R=

\x-'dx

s’=^^'’ <z=h3)
Подставляя (17) в первые уравнения (12) — (13). имея в виду 

(20) —(21) н применяя известные методы решения парных рядов урав
нении [I. 3. 4]. решение уравнении (12) —(13) сводится к решению 
следующих бесконечных систем линейных алгебраических уравнений: 
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ծ՝,։ -2 Հ՚^-Հ՚Դշ շ Հ՚յր<ւ>+ շ ղշԴ^<՚>
ո~° ո-օ ո-1 5Տ1 ճ

(5=1,2,..) (22)ծ^==2 «ՏՓ+Տ ^՚՚+ք ^քԴք ճրՏ/^)+«ք<3)
1՝46 ո“° Ո“° Ճ-1 ո–։

, ( ® Ք ^Հ՚^տո+յ/շ (^*>ղ)^+1/2 (3*>Դ) 
I

1—« ^^–/շո ֊ւ/շ (^2ճ։)/։>+։/շ(3«Գ)
^2 ^.՚ ^2Հ(3*2^շ)ձքՅյ–. ^(45+1)/ճյ ,, Հ $3 V –/շո + ւ/շՕ^Յ^+ւ/շ (^«Գ)

(1 3;2Հ(^2)
.0-8(45+1)/^ ^^–(–1)Պ^>ք՞ ճ<0Հ(^1/ձ)(^21+^1)= /շյ+ւ/շ (&–1է։)

8(45+1)/^ Հ1 .ք ^է^–(֊1)"^1 , , ,8 , ,ձ՚" (1 ձ^Հ(^)(^2+%)3 ՝"ճ *+1/շ(Տևշ 11
«8––։<«+,) (էւՋ±1Հ.՜ք աւ/։.+1ՀձճՆ։,,Հ^),/,4 ( - ւ յ \^շ/ ՝<^/

0

՚՜«* ^/^/շո+ւ/շ(^3^+։/շ(^2^)
«^2^2)՜

1—0* “ /14չ3Մ2ո+ւ/շ(^3)–/շ^+ւ/շ(3«էՅ) II
՜^՜ । /

ծՕ> = տո
^–օէ*

1Հ2. />ո4 ւ/շ (|3«ք։)֊4^+։/2 (^«^յ)
^2Հ(^շ)

ք (3)== °^°՜ճ ծ" /<։
ճ^~ /Հյ^յ

. Տ|»<..–ք»><֊1)–|>.. )<։-» >^,՛ ւքՀ(Խ«.)«.+6>^
» 31/2ք(–/–՜^Փ՚ոշ , ,0 .օ*>՝ –՛ * - ------- ՞ ,/ս ,\շ Հ— ■/2տ+»/2(^յ)^1 4^Հ>(^շ^։)(>֊«տ+^շ)



б/<։> = 2(45֊|֊1)/^
։/2(^лК'։)

<^ =
2(4$-Н »4

у ,0 „>' '—։ ֊•' - ։/Н/»з-з)

Ад(л)—функция Бесселя второго рода мнимого аргумента.
Подставляя значения С<9 и /?£> (/=1,2,3) в (9) и учитывая (16), 

получим

у«= V „<0/>и+ V С0 гй+ е/<0 (/=1> 3) 
л—О /I—1

(23)

И2> = у а<2)$(‘>4֊ V • V И2)/(2)
А •— «>։ л чл п .— ял л

л— 0 ловО чч-1
где

йо>=Лк у У/1^>-(֊»^1Л.г.л(^) ... ..
14, < )”"<;> (1)<л<;).7(-1)-лм֊/7<;||

4>1 < М?Л1(-1)‘Н‘?-ЭД 
й1ж+^)։

ад < ?^|/^-(֊1)‘/7®1
/?.ч I.".'(/р2|'-՛: )

М2>- АЛ
ад

■4>л -оз (?/>2^3)

н->_ 16Х« V ?УН)^р-(-1)7-1 //!;Н (֊1)^|.

'!а 1^2 д!?’(52-֊; 1-

Квазиполная регулярное։ь бесконечных систем алгебраических 
уравнений (21) н (22) доказывается аналогично [1,5].

После решения бесконечных систем (22) и (23) из первых урав
нений (12) и (13) при фиксированном г определяются (/=1.2). а 
из уравнений (16) находится С/ (/=1,3).

Подставив значение (/=1,2.3) и по формуле (17) во вто
рых рядах (12) и (13), для контактных напряжений получим следую
щие выражение [1]:

А;(с--г3) ,/2 * /г!А(֊«. «֊1-1/2, 1, г=/С‘)
0<։>(г, о)==<?(г, о)= 1-4^-■— 1 />՛;>—֊— 1 -

‘ /2*։ 77о п Г(п • 1/2)

5(/>(г, /2)= =?(/•, 0)

0^г<с1 (24)
’•՝• V АГИ п՝^ ։•г"^

—      ()\л/ •■ ............................- ■—>
/2>а тто я Г(//; 1/2) 

0<г<с3
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Коэффициент при особенности (с-—г3) ’ Г- (/=1.3) в формуле (24) 

в окрестности г=С/ имеет вид [ 1 ]

а=1.з)
С։\ 2и л-о

Неизвестные величины с( (/=1. 3) можно определить из условия 
равенства нулю контактного напряжения на границе области контакта, 
что равносильно условию (I]

V (/ = 1,3) (25)

В частном случае, если /?։=А>х=/?г решение задачи совпадает с 
решением (5).

Численные примеры. В частности, рассмотрим три цилиндра оди
наковых диаметров, изготовлены* из различных матернлов. которые 
Йонтактнрованы между собой торцами. На свободных торцах цилин
дров приложены симметрично расположенные сжимающие нагрузки 
(фиг. I).

Фиг. I

=«(г,Л) = (^ "рИ (, = 1.3)
| 0 при *-о

где
а’ п _ 2дЛ(М) Р

' ?»=3*։ = ^=зм

Вычисления проведены для значений «=0.70 /?. *։=0.1, *.--0,3, 

*3=0,2. С?։в С7а С7։, /1=/3ж0։5/х=0.2/?-
Для этого частного случая получается с։ = 0.80/?, с3 = 0.80/ R.
При решении системы уравнений (22) и (23) сначала были по

добраны значении с։ и с> (примерные их значения известны из [6]). 
по ним решались бесконечные системы алгебраических уравнений и 
полученные значения неизвестных были подставлены в (25). Этот

•< Наметая АН Армянской ССР Механика. № 2



процесс многократно повторялся до те; пор. пока տ левой части (25) 
не получались числа с разными знаками, близкие к нулю.

ON CONTACT INTERACTION OF THREE COAXIAL ELASTIC 
CYLINDERS WITH FINITE LENGTHS AND DIFFERENT DIAMETERS

S. S. ZARGAR1AN. |Z. A MAR 11 RUSSIAN!

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅՈՒՆ ԵՎ ՏԱՐՐԵՐ ՏՐԱՄԱԳԾԵՐ ՈՒՆԵ8ՈՎ 
ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ. ՅԱՄԱՌԱՆ8Ր ԵՐԵՐ ԳԼԱՆՆԵՐԻ ԿՈՆ ՏԱԿՏ ԱՅՐՆ

ՓՈԽՕԱԴԱՅՈՒԹՅԱՆ 11Ա11ԻՆ

Ս. II. !»ԱՐԴ111’ձԱՆ, IL ИОГЗПчТйзНЛ]

П. if փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ ճակատներով '.սլված, տարրեր աոաձգական հատկու
թյուններ, տարրեր տրամագծեր և վերջավոր երկարություններ ունեցող երեր 
շրջանային գլանների աոաձգականութ յան սաան ցրա սիմ hut րիկ իւնւյիրւ Գլա- 
նային մւսկերևո։յթների վրա նորմալ և շոշափող լարումներր բացակայում են։ 
Գլանների կոնտակտների տիրույթներն անհայտ են է Խնղրքւ լուծում ր ներկա- 
յացվում /, Ֆուրիեի և Ֆարիե-Դինիի շարքերի միջոցով։ Այղ շարքերի գործա
կիցների որոշման Համար ստացվում են գծային հավա սարումների անվերջ 
Համակարգեր և ք^եսելի ֆունկցիաներ պարունակոգ գույգ շարքք հավասարում
ներ, որոնց լուծումներր հանգում են րվագիլիովին ոեգուլյար Հանրահաշվա
կան հ ավասարումն երի անվերջ ',ամ ակարգերի լուծ մ անր ւ

1՝-երված են թվային օրինակն երւ
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