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ПРОНИКАНИЕ УДАРНОЙ волны в полуплоскость, часть 
границы которой имеет жесткую ОНОРУ

МАРТИРОСЯН А. Н.

Задача о распространении давления, заданного на границе упру 
гиго или жидкого полупространства. в глубь него изучалась в [I. 2. 
3] Решения красных задач для анизотропной среды методом Смир­
нова -Соболева даны в [4], а методом интегральных преобразований 
н [5. 6]. Применение методов Смирнова-Соболева и интегральных 
преобразований к задачам динамической упругости дано в [7. 8. 9]. 
В нас. гоящей работе рассматривается .адача проникания давления н 

х упругую анизотропную полуплоскость, часть границы которой пмес։ 
жесткую опору. Решение плоской задачи находится методом инте­
грального преобразования Лапласа и Фурье и решением уравнения 
Винера-Хопфа. а затем приводится к форме Смирнова-Соболева [7. 
8]. Решаются частные задачи об ударной волне, распространяющейся 
но границе полуплоскости оч взрыва на споре или вне нее,

§ I. Возникновение фронта давлении на жесткой опоре
Рассмотрим задачу о проникании давления, которое создается 

Iударной волной от взрыва вне упругой анизотропной полуплоскости. 
11<; кольку упругая среда, а тем более ч -‘рдая опора намного плотнее 
воздуха, можно, как в [I]. считать, что отражение происходи! о г 
1нердо;։ границы полуплоскости и что давление на границе среды 
известно. Вначале рассмотрим более простую задачу о взрыве на 
опоре в некоторой точке х=- /. I >0. Фронт ударной волны в мо­
мент //г՜, где I/есть скорость ударной волны, которая как и [явление 
Р| позади нее постоянны, достигает крал опоры и после этого начи­
нается проникание давления в глубь упругой анизотропной среды. 
Уравнения движения для анизотропной среды в плоском случае име­
ют вид [11]

дги .д-и д2Р д2и / С.. . САД
дх- ду2 дхд\՝ д(- \ р р /

(1.1)
с£-< ь^ = ^.։ (чА с=5и±£1Л

дхду дх~ ду՝ дС- у р р /

Здесь С,/—упругие постоянные, о -плотность среды. Граничные ус­
ловия при у֊0 имеют вид
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(C-d) ди
с/х

'//-I />,;(V7-/ x), x>0
c/y |

г՛ — 0, x<4): s,,, f/d) 0.Jxî<oo 
\dy ох/

(1.2)

и, 1՛ = Oi/•'՛•), /• /x2 y-—0; u = v—() при /=0

где /=/ И—в момент достижения ударной водны края опоры. Опора 
занимает час։ ь границы л<^0; .՛/, v- неремеш< лия упругой среды по 
осям л՛, у; злу, :уу— напряжения. :(/)—единичная функция.

Переходя к преобразованиям i.ui.iaca п. <• от и. v по /, реше­
ние задачи (I 11, (1.2) идем в виде

и, T'=.-v | Кл1'яехр(/«л' ։уЗя)с/з 
л-1 .

- _а:-ат.2֊֊а У, â _НА ИН ( Ü^ST?)՜ 
----- Un, рл—I-------------------——--------------

| ‘2<>d

i/î
(1.3)

û(a) -|(Z> — /.2*’p n-'=: —q—a, ct-=d
‘ ( n

/ — 'Ь и2—С". /;2>сГ>(). К\—чЬ—(с՜֊ с/)2^>0, ^=—есть параметр
преобразования .1апласа. Подставляя (1.3) в (1.2) и производя пре­
образование Фурье но д-, можно получить уравнения Вннера-Хопфя

^Л(з)1'-=О р 21cœ/
с/С0 \

W
7

>,г rtM(3Î-^) (1.4)«7f(W-?î)
f(a)= -C.oR^_ , 

(?1 1-?,>.чи2 С'-(2У1 ’■з)"'«՛'
аакл/п

F ь 4(д—</)«>’

( р;—a2)2-tp«»2(3r’ -UjuJ 14) 

<2 ='7=7՜ -{Ь<ь~а) 'Ас-г^-Ь)(с
г аЬ КУ2

0
&*=— I зуу ехр( 1ух)(!х, V =— ( V ехр(—хах)с/л֊

2“.,' у-о 2~ 2 у,0
- V V

/?(«) есть функция Рэлея. Й՜1- и V' ' аналитичны в верхней и нижней 
полуплоскости х. Число и положение точек разветвления функций 3Л 
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йа комплексных плоскостях в зависимости от соотношений упругих 
постоянных изучено в 111|. После выбора ветвей функций •*„, Зя лег­
ко получить

/•’(*) = '- (,)/•• й, 1/ - ,.֊ 1/ - _7 . ֊-■
' > 0։ ' Усп

(1.5)
U1

т*(Г)=^ехр — йп Ж Л-
l>։W 2֊<- J W) ?.(։) -!,(։) 

• I»
V"

здесь *р=ш/с/г—корень функции Рэлея, где интегрирование прово­
дится по нижнему берегу разреза. Очевидно, что / '(а) и /-’-(а) — 
аналитические и отличные от нуля функции, соответственно, в полу­
плоскостях 1п17/>0 и 1п17<4). В частном случае при a—b, c~a-d вы­
ражения для /՝±(«) совпадают с результатом Мауе [ 10/. а в случае 
b а— с результатом работы [6].

Подставляя (1.5) в (1.4), получим

Левая часть уравнения (1.6) аналитична в нижней полуплоскости 
а правая часть — в верхней полуплоскости, кроме точки ։ = •>/!/, где 
имеется простой полюс. Решение уравнения (1.6) имеет вид

Подставляя решение (1.7) в (1.3) и проводя обратное преобразование 
Лапласа по / |8|, можно получить

2йе V фл(։л), =2ре у Ч-л(։») 
М л=1 61 Л-1

Л(’)^ -р —'А<-уЗп(а), /я(«л)=0, Г - ша

(1.8)
Фя(-х)=«лСхр^-֊֊У 'Г(а)= г\ехр^у Зя=ш^
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Из (1.8) можно получить значения напряжений на оси y = û.
(л<0)

— cvv= ——֊ Ret 
dl -х

пЛ’)/՛՜'1 (’) t-UVЛ= -----------
Л'

(1.9)

а для коэффициента интенсивности напряжений (у=0, х-•— 0)

Л^»уу

Ч’кг. 1. График нормй.'н ных напряжений 
под опорой.’

1. Распределение давления на опоре, 
/>/;V

2. « оотпетстнует отряжению плоский 
полны

Но формуле (1.9) проведены рас­
четы на опоре для b=a, c=a—d, 
a — 2d. V2=2а-. Г рафи к Ло ...у. Л = 

приведен на фиг. 1, кривая 
1. Как видно, на участке -0,34 < 
<с<0, где ;= xj yf a.(t — IfV ) |_1, 
?уу>0. т.е. имеет место растяжение, 
при значениях 1 <5<—0,34оуу<0
имеет место сжатие. Кривая 2 
дает значение =..v в случае нор­
мального падения плоской волны 
на полуплоскость.

§2 Взрыв на границе полуплоскости вне опоры
В случае, когда взрыв производится при х=/ вне опоры, гра­

ничные условия имеют вид

зуу= P։3(V7-x-|-Z)3(V,/-| .с /), х>0 (2.1)

v — {), х<0; зху=0 |х|<оо

Записывая ovy в (2.1) как сумму волн, движущихся вправо и влево 
СО СКОрОСТЬ’О Г, можно получить

Z)cxp J — — (л- -/) ) • -(/ -л) ехр

и преобраз« ванпем Фу[ ье • о х будет

Q4՜ дается формулой (1.4). Гз (2 1) можно получить, как и выше, 
следующее уравнении Винера-Хопфа:

(2 2)

(2 3)

Решая полученные уравнения и обращая трансформанты [4, 5]. мож 
но получить
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I
*_ 2Re 7՛ V ^'Д,л(3отл) i -'У .ч(йя.л) ?(՜)^"

dtl ՛ -.H 2.՛ Ал<а’-« )(’“’-<л)

Лм(7) = Р։«?։Л/2 ■НгЦ«'-֊)/?(.) | AJ„=(c -б/)3-' 4- a;i2

V/J։73rM2/-։-

2"и?(а) I ??(«)—

(2.4)

(')н(х)г (-) 4|ч?з -HK

Yd

]/֊M
f -•■ b(V*

1 .. 1

'm.n)=o> ЛЯ(։)=НА’~О«-А(’). /« = 1.2.3

7?.«(’)e^—-у?я(я)’ /з.л(’)=/ • /-—ax-y3n(7.), /7 = 1, 2 

и подобные значения для ^2г։/б*/։. Решение вблизи ноли находится 
так же. кяк и в работе [6|.

§3 . v'/.r7 двигания (Упоры под депстбием распространяющейся 
волны ударного давления

Пусть опора под действием ударного давления вертикально пере­
мешается со скоростью I |>. Рассмотрим следующую граничную за­
дачу:

□vy = 0, х>0; — И05( Vt—х-/)«(Vt rX-rl), х<0
di

(3.1)
-.ry-О, |х|<ос

Производя выкладки, как к §2. можно для (3.11 получить уравнение 
Винера-Хопфа

7 1 nCXp( -S/, <)\

2-'С я)
о •

'7 -/-»(а)
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/ (*)4 /-(>)=/(») =
7=-՝- -

И
1 Ц>рр.; (»>/ V}!՜ (»>/ У’)ехр(- -.՝// V )

/- («)= —:--------------—-----------------
2аС'0т:.$чо 7

а) 1 411

*՝■(?'»4 гМгД՜)!՛; (") ' Ус] 

л4-4?е|/г(.>|Зг(:).|֊^,(-.П-Ч И?

(3.2)

2 —1‘: 

а

Здесь I , и даются формулами (1.4) и (2.2), где интегрирование 
производится по верхнему берегу разреза. Учитывая условие на реб­
ре. из (3.2) получим реи сипе

1>хр(-.<?//И 1иС0/ (а)
2^(^-0>/Г) 1 («) '

Й =р- («)Л+(7)| / р) -/֊(а)] (3.4)

Подставляя (3.3) в (1.3) и проводя обратное преобразование Лапласа 
по I, получим для у=0

_ ___________У#К1МУ) | ;/, £4_/\ ?/( . А- I /\|
61 "" «։ч(1/1')(?։(1/П) М!/^))! \ I/ / А ' V /I

-֊2РефГ0/?(7։) 1|1/^/!ч(’Л(?։(’1) ֊

9"

К •2</^н։аг)(^2) | ։\(^))р:,(зг)Л֊(7г) '

2Кех |/?(^)С0’Г(Л|л-11։(^)(?։^з)4 ^(’з)):‘.(«а)^(’а)(֊֊«а))-։^ 

I

71 = 6(/4-Л*), 72 = (/--//И) Л-, 7л = (/--/)х, Х<У)

д>г- Г У^(ПИ)^-(1/Ю г 2^С0Ч-(֊.)^ ,
6Р С/|'А(1/1֊72)р2 (<’•.)' (М .1 А?!7(?з^“(аз)(֊-ал) 

։
V"

Рассмотрим случай, когда взрыв происходит вис опоры и опора дви­
жется иод действием давления, то есть имеют место следующие гра­
ничные условия:
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х>0

(3.6)



-֊-О, х>0; — = Цр( VI—I х), л‘<Х), гГ1 =0, — 6о<л֊<^оо (3.7)

Для задачи (3.7) получим

'*4Х (ХИ-"'
”՛ (иХЧ^)1 Чг)) '“Хт՝|՜’5)

л<0 (3.8)

ДЛЯ решения задачи, кома взрыв и рои,՝ водится на опоре в опора 
движется пол действием ишленкя Р։ со скоростью V». то есть для 
граничной задачи

=^=֊^(17-/֊^), л>0; -лу = 0, |л|<со

֊ = 1’05(^-/ л)о(1// I х), х<0 (3.10)
О1

решение можно получить как сумму решения задач (1.2) и (3.1) в 
виде

К’е?
р2-(Мс <’«) I иср/?(1/Г)

оре, 1' _______________£»£(3)^.1____________
-^<(^)(;\(’э1 ֊֊ ?։(7з))’', (’л)/*՜՜ (*4) (- ъ) 

։
/а՜

- 2Не/ре'<1/?(Х։)|пДИИ,(’։>(Э։(Ъ) ь ?,(’,))(«?֊֊-I X)

Аналогичная формула получится для д2и/д11.
Когда V’֊ -ой, решение можно записать н виде

^(У.гУь- Р Ше/ I . хСО
։/ ^^(0)
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Г (0)=Л (0)=- I г—р֊=у(«п(А . 2с1}гаЬ)^)

График интеграла подобен кривым фиг. 1, причем знак у... 10<л Ь 
дается рУо) Ь—Кроме того, определено г,.,. при .\-=0, о— а, с= 
—а—с! в виде

7Г՜?՜’" -7Т(2 ч)(| /ч-16֊֊֊У֊ : 3,62՜)-2,25
РХР <7; I 3 \ 4>?/\ \ / 

<||1,07(/Т 1)-(г,-1)гI 2»15(ч—1)|СО5? —

(2 О2)3 I 9 2
а геи? —-г"-___ <■֊=:-------------------------о¥га пм» о» 7,֊| 20 -1

Т т) -4(11,62 ; 7,)-1
2,55/3 6֊’-^)

{|(5.07-7/)| 1Нл֊3 2,55)'\-4

Х| ։\—з—1 |СО8?, |2.55г\-4| 1 ( Гт, 3 +(',-5,07)) Ут֊, ֊ 3֊ И х

, । /1 л : 1 г - , (2-€з)=51П-։}:(------; )е,хр - I агс(и —--7-=-.

г (2 -0։Р
— агнр —г — -— -

1 ( I “ (2-9’)’ П'т;- 4 ,Л

I 
75=5 2

''и 2. График нормальных напрнженнй 
на ген у при ыданиом распределении 

лапленил на ।вердон опоре

__У
>Га(1"^)

По глубине для значений 0<Ч<П,

ХгаXt-l.IV) '
а= Ы, 1/а — 4я

сделаны вычисления которые
приведены на графике фиг. 2. от
куда получится, что около грани- 
ц.,1 х=0, <гх>0 и имеет .место рас­
тяжение, а дальше —сжатие. Полу­
ченные графики позволяют изучить 
поле напряжений, которые пока-

I
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зывают действие ударной волны о взрыва на грунт при наличии 
опоры.

В заключение отметим, что методом [12. 13] можно получить ре 
шеине и в случае произвольного закона движения края опоры.

THE SHOCK WAVE PROPAGATION IN HALF-SPACE THE PART 
OF' BOUNDARY OF WHICH HAS RIGID SUPPORT

A N. MARTIROSIAN

ՀԱՐՎԱԾԱՅԻՆ ԱԼԻՔԻ ^ԱՓԱՆՅՈհՄՐ. ԵԱՐԻ II ի ւրԱււու»ւր ԿՈՇՏ 
21’10՛ ՈԻՆԻՏՈՂ ’ւԻՍՍՀԱՐ^ՈԻ^ՅՈԻՆ

Ա. Ն. ւրւԼրՏհ՚ււՍՋԱՆ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

ԴխոէԱրկվէԿ մ Լ Հարվածային ալիքի (1աւիա}ւցմաՆ ի>նղիրր աոաձդական 
կիսահարթոէթյՈէն, որի եղրաղծի մի մասն ունի կոշտ հիմրր Հարթ ի/նղրի 
լւււծւսմր ղանված Լ Լտււ/լասի և Ֆարշեի ինտեզրալ ձհափոխությանների մե- 
քհէղսվ և Վին եր. Հոսլֆի հավասարման լուծում ււվ և լուծումր րևրված Լ Սմիր- 
նով • Ս որոլհի ւիակ տեւորիւ Լուծվում են մասնակի խնդիրներ միջավայրի 
եզրի "'//'/՛/'’ կենտրոնացված իմպուրւի և հիմքի վրա կամ նրա­
նից զուրս պայթյունից կիսատարածսւթ յան եզրով տարածվող հարվածային 
սպիրի վերացեր յար
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