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КОВАЛЕНКО Е. В.

В настоящее время исследование контактных задач для гол с 
покрытиями представляет собой актуальную прикладную проблему 
С одной стороны, практика ©временного маш наос гроспня все в боль­
шой степени подчеркивает определяющее ■•.начсние поверх постной 
прочности в проблеме надежности работы машин и механизмов. С 
другой стороны, такие задачи я՛ грсчаются при расчетах различных 
сооружений и кои'трукцпй, как например, аэродромных и дорожных 
покрытий, ледовых переправ, фундаментов .‘.ланий и т. д.

В работе приводятся: I» еюччепны уравнения пространственного 
шфо. мнронания тонких покрытий (пластин); 2/ постановки и методы 
решения контактных ։а ц>ч и։я тел с покрытиями: 31 алгоритмы ис­
следования кьчиак гиых залам :ля тел с покрытиями с учетом износа 
последних.

Изучается влияние различных механических факторов па основ­
ные характеристики явления контактное.» взаимодействия тел.

/. Прежде чем перейти к постановке контактных задач, приведем 
уравнения, описывающие напряженно- деформированное состояние 
тонких2 покрытии (фиг. I). одновременно учитывающие как продоль­
ные и поперечные деформзтш растяжен։ : и шита, так и их дефор­
мации изгиба и ежа I ня

- :՛ ՝ ,:՚Հ.
Л'(Х1' 7^/^’ 11 *>

Д^Л+(-) (1.2)
()л՝ау

' Работа докладывалась на VI Всесоюзном съезде пи теоретической и приклад 
ной механике (Ташкент. 1986).

- Пусть 9—область акишноги пнцулип < слоя, го с; и. тикая область, где 
поверхностные нагрузки составляю։. Например, ։< менее о*’.՜,. от их .максимальны.՝; 
шачённй. Еслгг односвяыа. выпукла • ограничена, :<• -•. • Л/ 1 <1, где !

1 2п։ах/(х ;Р (м (л. уН-Д, .,>• Д
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4(7Л»Гк'±=/(±(г)(. Дй*-(Т1) (1.3)
ох ду

»леев обозначено (положительные направления внешних усилии ука­
заны на фиг. 11

и± = и(х, у, Л), г±=е'(х, у, Л). О1± го(х. у, ±//)

••!?(/) -3(1—)/ (2-34А։-Ч

А?(/> И—)Л( / 3/’(-6/5ЛиГ±2Л‘ДГ)

- А?(/)=2А(-/Ч-13/15 Л2Д/ Л’Д/’)

Л+(/)=Л (I -)/■ 3(1 —)Г- — ’ 9’'-Лгл/ 2-й‘Л/-
15

--//=7 .( ֊!./;«Д7’ 1
3 15 - з /

а; (/ .1 >лад/ зл 11 - •> -(2-з* > ля д/ •
- •/’}’ --{֊■ • }• о (/=1, 2)

Такие уравнения могул быть шлучсны путем асимптотического 
анализа точного решения нервов основпон задачи теории упругости 
для слоя.

Если при вьшоде уравнений (1.1)- 11.3). вследствие малости па- 
рам.тра / =1։1 ։ провести усреднение перемещений по толщине, то 
придем, к следующим упрощенным уравнениям деформирования пок­
рытий (пластин)

згя-:՝.= ^-.’.,р')1 ֊ Ле.) • ) Д- 4«(Г) <!.։)
дх ՝ дх ду։ 1 Охду

О д" д։ /2. ՝( ’ ..• — Л(-.)+ Л֊ Л(-.՝ (П5)<)у дх- ду ~ дхду

) — л.(-. 1 г — «-(4 ) (1.6)
ох ду

։ 2՝» ։
= -О/Н- Л(/)-֊2/ ։ ֊֊/^/

•А4(/)-(1 ֊֊>)/֊ 1 :֊/гА/. Й։(/) 3(1 >)/- (3 -2ОЛгД/4- лиу 
3 . о

ед)=3(1 ->)///-(
Которые в отлнчпс сы (1.1) —(1.3) не считывают эффекта поперечного 
обжатия покрытия.

Соотношения 11.1»—(1.3) и । '.И — < 1.6) о՛ ть уточненные днф- 
ф1’ргн1Гиальн1»’с уравнения дсформнрош пня топких пластин. Заме­
тим. что уравнения всех классических кюрий деформирования тон- 

иных упругих элементов [I] получаются из (1.1)—(1.6) как 
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частные случал. Действительно, пренебрегая в правой части (1.3) 
(либо (1.6)1 слагаемыми порядка а выше, придем к модели плас­
тинки типа Кнрхгофа-Лява. Если же в (1.3) или в (1.6) отбросить 
лишь слагаемые О|л4). то получим уравнения теории типа Репссисра- 
Гимошсико. Опуская еще в левой и Прагой частях соотношения (1.3) 
слагаемые порядка /.'•• и выше (ю есть нагибной жесткостью покры­
тия пренебрегаем), а в правой части (1.1) и 11.2) члены О(л‘) и 
преобразуя два последующих выражения при помощи первого, най­
дем

с/Г г/Ч, с*'՜- , _ч
ы -л,,-, +(г 1 •,) П.7)

Эз’ д՝~.7 д2՜;
4,"'Г ‘ - '5 '

0- = _А(^ + ^) V ох ду /

Соотношения (1.7) представляют собой уравнения пространственного 
деформ ирона и ия на кладки Мел а на.

В частном случае ~\}—и =п =и>. =0 из (1.1) (1.3) с точностью 
до членов О(/) получим уравнение основания Фусса-Винклера с од­
ним оэффицнепто.м постели

Ст =( 1—2>)(1 —>) 7/;,, 51=5г (1.8)

Если при выводе И I)—(1.3) удержать члены порядка то вместо 
(1.8) можно получить уравнения основания Наетсрйака-Власова с 
двумя коэффициентами постели [2].

И еще, использование уравнений (i.l) —(1.3) и 11.4) —(1.6) при 
решении контактных задач для тонких покрытии не приводит, как 
при использовании уравнений классических теория (Рейсснера Тимо 
шенко, Кирхгофа-Ляпа1. к появлению па границах сопряжения учас­
тков сосредоточенных усилий или моментов.

2. Рассмотрим теперь контакт­
ную задачу о вдавливании без Гре­
ция силон Р и моментами VI,., /VI 
жесткого штампа ь составное ос­
нование. представляющее собой 
упругое (С2, \) полупространство, 
армированное относительно тонким 
(/=Л/֊-։<^1) упругим (С։, /։) слоем 
толщины /։, жестко соединенным с 
ним (фиг. 2). Физико-механичес­
кие свойства полупространства бу­
дем описывать уравнениями теории 
упругости (уравнениями .Заме), а 
покрытия—уравнениями (1.1)—(1.3) 
ил» (1.4)--(1.6). Тогда при помощи 
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нигегрального преобразования Фурье поставленная задача сводится к 
определении։ конто к ։ пых давлении </{х. у) из интегр ։льного уравне­
ния первого рола вида

I I <,(:, у). (д\ у)£<>, /?=1 (;֊Х)4-} (>,->')’

(2-1) 

(2 2)

в котором у) функция осл ;кп линейно-д. формируемого основа­
нии определяемая ф>рим ОСЧО Г1НИЯ штампа и сг » жестким смеше­
нием

///.(//)= (х V V у ) (2.3 )
\~՝ /\/-о /

И<0=:Ч. &/о=1 (/=1. 2)

«П=2|(1 Ф«=֊М1 2г։)/н-Ч(1֊'ч)|. «'и 32.45«

«»=1/6|1(1-е֊.)«!г-ц(1-֊8ц)// ц(1-4ц) } 3940|
(2.4

«։։= 1-7/60«, /ц։—2«. />12=։2(ц« 8։ 16/15). Ь1л—\,Лг1

^։=1/3|(1֊г;)«3ф2цц«֊£2 -8/5]

йц=2(1—ф«2 ՝ц(1—2ц)«. «г։=(1 ■ 2-Р« 12

«аа=1.‘6(2—ц)«|2«(1 -ф-з2(1 2ц) |. «.ч-֊ ( Ч - )
36 \ 20 /

(2.5)
//2։=>։1, />..2=г2ч-|,6(5ц֊7/2), Л03=1/6(5 2ц)л

/>։,--=1/6|2( I -г;)7= + ц...л 1/6(з?-1»/5 ц |-27 20՝

Здесь формулы (2.4) и (2.5) соогветствуюг случаям, когда физики- 
механичен кие свойства тонкого верхне-о слоя моделируются уравне 
:.зям1! (1.1)֊ (1.3) и (1.4) —(1.6).

В (2.1) —(2.5) обозначено

«, — 1/2։ 1—2--4( I — ц) ‘ ( — 1.2)

Для замыкания постановки контактной задачи о вдавливании 
штампа в двухслойное основание к иат.чралыюму уравнению (2 1) 
(2.3) необходимо с!!1.е добавить очевк/идлс иювия стишки

/’= | |г/(х. у)г/лс/у. (Л1л. Л1Д | |{у. л*}т/(л\ у)</лч/у

Остановимся геперь па асимптот 1сском анализе [3] рассматри­
ваемой кон гак гной задачи. сч!ыая

л—/-"1 (/-*0) (2.6)
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где при м>0 Жесткость ложемента (упругого полупространства) 
больше жесткости покрытия, а при т<^) наоборот, жесткость полу­
пространства меньше жесткости верхнего упругого слоя.

При проведении дальнейших рассуждении будем подразумевать, 
чти в формулах (2.2), (2.3) совершен переход к ново։։ переменной 
и = и'/ и штрих у нее опушен.

Если ///>0. го ВНОСЯ (2.6) н (2.3), (2.1) и пренебрегая в полу­
ченном выражении слагаемыми порядка >? и выше, придем к соотно­
шению

пк{и) — п.+2«։( I—еэ)// (2.7)

чго соответствует трансформанте Фурье ядра интегрального уравис 
пня (2,1 •. когда покрытие работает ио ,;шу основания Фусса-Вннкле- 
ра (1.8). Если же //г^5. то с точностью до членов О(лц) из (2.3). 
(2.4) получим символ ядра контактной задачи для защемленного по 
нижней грани слоя, лежащего на жестком основании.

Изучим далее случаи, когда жесткость покрытия больше жсс 
1К0СТИ ложемента. Пусть в (2.6) Подставляя (2.6) в (2.3).
(2.4) с точностью до членов О(л3). получим выражения (2.3), (2.5), 
г. с. в этом случае в качестве модели покрытия можно выбрать урав­
нения (.1.4) (1.6) (показано также [3], что с точностью до членов 
порядка л3 физико-механические свойства покрытия можно описывать 
уравнениями тина Рейсснера-Тимошенко). Отбрасывая же члены 
О(/.-') и выше, будем иметь

1 - 2//(1 1-)// 
/(//.)—----- \ _
' Н-2//м

(2.«)

что указывает на то, что покрытие работает по типу накладки (1.7) 
При /я<—2 из (2.3), 12.5), (2.6) с точностью до членов 0(7?) 
заключаем, что физики механические свойства покрытия можно мо­
делировать при помощи уравнений типа Кнрхгофа-Лява.

Н вообще, при ///>0 с точностью до членов 0(??), а при т<0 
с точностью до членов порядка /?, как показывает асимптотический 
анализ, проведенный с использованием формул теории упругости [3]. 
физике-механические свойства покрытия следует описывать уравне­
ниями (1.1) — (1.3).

Таким образом, приведенный асимптотический анализ лает воз­
можность выбирать приближенные модели для описания .свойств 
покрытии в зависимости от соотношении физико-механических и гео­
метрических харакюриетик относительно тонкого упругого слоя и 
массивного гела, что в некоторых случаях проще, чем использование 
уравнении теории упругости, поскольку позволяет решить ряд задач 
для тел с покрытиями в замкнутом виде.

Приведем теперь алгоритм решения интегрального уравнения 
(2.1) — (2.3) на примере осесимметричной задачи для кольцевого в
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плане штампа (0:6<г^«П. Ограничимся ниже рассмотрением двух 
предельных сл чаев (2.7) и (2.8). Вводя безразмерные переменные 
՛:->,а \ г' га 1 и обозначен» с—Ьа ?(г')=<7(г)&2Д' '(г ) -ЖФ՜1« 
I. /к1 А = 2п>, .V,, ’/’(М) 1 = ’, преобразуем (2.1)—(2.3)
соответственно для вариантов (2.7) и (2.8) к »иду (/<(£)—полный 
эллиптический интеграл первого рода)

։ _
2 Г /9»’ог\ (Жм(0+- ?(.<■)* 7Г4)֊Ч2֊; = к('՛). н=2».(> -«,)>«-') 13 1)
“. \ 9 г / 9 г

Штрих здесь и ниже опустим. Заметим, что имеют место следующие 
георемы [-1. о].

Т соре м а 1. Оператор

I н,ч (3.4)

г г
является вполне непрерывны ч и положительно определенным 
оператором, действующим ин в /.2(О).

Т е о р е м л 2. Оператор
1

/<։?« | г(?м( ֊. ֊(3.5) 

с
где к(р\ г \ М дает, я формулой (3.3), является вполне непре­
рывны н и положительно определенным, действующим в

Здесь /2(Ь2) и -гильбертовы пространства квадратично
суммируемых соответственно с весом 1 и |( 1—г2)(г2—с2)| 1/2 по об­
ласти £2 функций.

Из теорем I и 2 следует |6|: 1) системы собственных функций 
(№1.2....) операторов Нм (/ = 1, 2) ортонормированы и 

полны в /.2(12) (/ = 1) и в Аз, !/з(й) ( / = 2); 2) собственные числа <\р 
операторов/7,7 вещественны, положительны п 
,0) .() (как правило, в смешанных задачах механики сплош­
ных сред |5| собственные числа интегральных операторов не бывают 
кратными).

Для построения собственных чисел и соответствующих им соб­
ственных функций можно воспользоваться, например, методом Ритца
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[7]. взяв в качестве последовательностей координатных функции в 
первом случае систему

{₽;(<■» (-. ֊ 0.1,2,...), р;<г) i/^A(l+É__2_?\
> 1—г \1—г I—с- /

а по втором

где /<,(.v) и 7\(.v)-полиномы Лежандра и 11ебышева. Определив 
и {?</>('•)} будем разыскивать решении интегра п-пих уравнений (3.1) 
и (3.2) в формах

^)=7ü^rv,lc1?uV) (W

Разлагая eme правые части в (3.1) и (3.2) я ряды вида

А’/(О = V Ь^(г)
л— 1

(3 7) 
։ ։

/>(’>= j XG(r)s<»>(r)r<Zr, />р= (' —. ÂM£V</r=r_
.’ л " .’ ։ (1-Л)(г3-/.й)
е г

подставляя (3.6). (3.7) u (3.1). (3.2) и приравнивая в полученных 
соотношениях коэффициенты при собе i венных функциях операторов 
/■//•֊? (7 1,2) одинакового номера, найдем

/><» №
֊֊4iv (3.*)” а-р.Ш п /J-’> '‘ 1 п, л

и, таким образом, построим решения исходных интегральных урав­
нений н формах (3.6)—(3.8).

■i. Коснемся еще контактных задач г износом. Как известно |8. 
9]. осесимметричная контактная задача при наличии абразивного из 
носа о вдавливании кольцевого в плане штампа в упругое
полупространство, армированное тонким покрытием (фиг. 3), в без­
размерных переменных и с учетом обозначений, введенных в |8|. 
сводится к интегральному уравнению

I

(4.1) 
у

= ï(d—/(Г) г | х(г. -)ih (г^г<1, ։Ъ=^Г<ои)

ô
когда покрытие «мягче» ложемента и к уравнению
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' (4.2)
I

= 1(0-ЛН rbu.Orf֊

(С<г<1, 0</*сТ<сс)

когда жесткость покрытия больше 
жесткости и олу простри нет вя. Здесь 
н далее предполагаем, что величи­
на 7 достаточно большая, но такая, 
что ;(/) имеет порядок перемеще­
ний в линейной теории упру гости, 
.’‘■равнения (4.1) и (4.2) имеют 
место при выполнении условия

I
А’„(/) = 2- |'гс(г, t)dr (4.3)

О1мечено [8], что пре ктавляют интерес тва основных варианта 
>адач (4.1) —(4.3): i) задается функция характеризующая ие;;е- 
мешеаие штампа как жеечкого целого, находятся контактное давление 
?(/■./) и cil ia .V0(z), прижимающая штамп к основанию: 2) задается 
:\'0(О, находятся с(г. .*) и ;(0. В обоих случаях но формулам (1.2). 
(1.3) работы |8| затем определяется скорость изнашивания покрытия.

Остановимся вначале на нервом варианте системы (4.1), (4.3) и 
допустим, что жесткое перемещение штампа ;(/) изменяется во 
времени по закону

7<О=7 1֊7<U 4-7 J0 (0</<Г)
(4-4)

7*(0—О (z 7. ;•=« const
Если еще потребовать, чтобы 7</)^С(0, 7 ), то, как показано в (х|. 
контактное напряжение ?(г./) имеет следующую структуру:

?(<• t)=r Ь. -H»(r,/). «^=7, (4.5)

причем гДг, /) экспоненциально стремится к нулю при f -ос. Это 
обстоятельство и (4.5) позволяют упростить интегральное уравнение 
|4.1) следующим образом [10]:

։Vr(r. /) //^(у. /)-_-,(/)•- /(f)—г |с(г. -)rf-֊?՛. (г) 

о
(4.6) 

J
^(г) = -—-| ?(Г,(с<г<1, 0</<Т)

Ü
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Решение последнего» в предположении задания функции ,д) 
вида (4.4), сводится 110] к спектрально'! задаче и я оператора //,. 
(3.4). При этой, как следует из формулы (1.3), сил։ .Vu(/), прижи­
мающая штамп к основанию, стремится к иостоян юму значению up’i 
/ — ОО.

Пусть теперь

Л'с(/)=Л\-рА\(П: A՛'. “Const. Л’»(/)-0 (/ ><х,) (4.7)

Тогда, на основании вышесказанного, контактное напряжение ?(г, И 
и осадка ,(/) изменяются во времени по законам (4.1), (4.5), причем 
Л'» — 2”(1 — с)? =2~( 1 <.’)*•>. если потребовать в соответствии с ус­
ловием (4.3) и представлением

«♦(Л/)=Г ’!«?,(')+ ъ<>. *)| (4.8)
чтобы

։ i
|?։(r,Orfr=0. 2֊ | T1(0rf/-=2z(l -t)¥,(/)=^(/) (4.9)

С г
Перейдем, как и ранее, от интегрального уравнения (1.1) к прибли­

женному уравнению (4д>), которое эквивалентно следующей системе: 
t 1

(p+O)l?,(0-h(<')l f ?։<-м-=т»(0 ,-.(0)֊|' I «(₽./)-?,(?. 0)1^^, 
о г

(4.10)
1

0), i 4 0)1 *»(P.rirfp .
г 

I
֊ |\Ч2(г. -}d՜ t) (гсг<1, 0^/<7) 

• • 
0

а«(р,Г)=_1_^^.)_^.|В(!>)+В(И] (ui)

I
g(r. /)=|?։(()-?1(0)ЦО^(։֊с)Я(г)|, fl=(l-c) [ ß(r)dr 

f
I

Заметим, что ядро /?°(f;. и вида (4.1!) симметрично и обладает 
СВОЙС!вом 

I I 
| I r)d»dr=i(}



На основании этого и первой формулы (4.9) вне чем я рассмотрение
пространство А'Дг, I) функций, интегрируемых с квадратом, среднее
значение которых на сегменте 1‘ I]
что /Л(с, I) является подпространством /.2(с, I).

равно нулю. Можно показать,

Теорема 3 [10]. Интегральный оператор
I

/73<Р “ I с(б) k"(\ r}(fo
П .՛

(4 12)

является вполне непрерывным и наложи ։՛• лы.о опр< теленным операто­
ром, действующим в Л?(с, I).

Теорема 3 указывает на го. что решение системы (4.10). (4.11) 
можно построить, используя собственные функции оператора /1,.ц 
(4.12). то есть в случае задания силы \'0(/) вида 14.7) решение ин­
тегрального уравнения (4 1) сводится к спектральной задаче для 
оператора //а։р (10).

Аналогичным образом может быть исследовано [10. 11] и интег­
ральное уравнение (1.2), (4.3)

CONTACT PROBLEMS 1-OR COATED BODIES 
(SETTING AND METHODS 1’OR SOLUTION) 

R. V KOVALENKO

ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ 1րԱՐ11՚ԻՆՆ1;ՐԻ 211.1111.1' ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆ1»!’

ե. Վ. ’էՈՎԱԱ>Ն’|(1

II. մ ։|ւ ո փ ո է մ

եերսւի համար ւ/ւոաձդ ական ության տեււսւթ յան առաջին հիմնական 
խնդրի ասիմպաուոիկ վերյոլծութ յան Հիման վրա րնրվում են բարակ ծած­

կույթի րնդհանուր տւորածւււկան դեֆո րմ ա ցւէ ան ճշգրտված հ աւէսլսա բում - 
‘■երբ, որոնց օդն ութ յամբ դրւէոււէ են ծւոծկոլյթով մարմինների Համար կոն- 
տակտային խնդիրներ ե բերվում են դրանց քուծման ա/դորիթմն երբ: Ու­

սումնասիրվում են տարբեր մեխանիկական դործոնն երի ավդեցութ յուններր 
մարմինների կոնտակտային ւիոքսադդեցուի յան երևույթ ի հիմնական բնոլ- 
իադրերի վրա։
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