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ОБ НЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ДЛПННОП ГРУБЫ. 
ЗАПОЛНЕННОЙ ДВИЖУЩЕЙСЯ ЖИДКОСТЬЮ

КУЛИКОВСКИП Л Г. (ПИКИНА и с

Задачи об изгибных колебаниях ч усгойчшкмти прямолинейной 
упругой труби конечной длины с текущей в ней жидко, ii.io при некою 
рых специальных граничных условиях рассматривалась рядом авторов, 
например, (I 3]. В [I. 2] для шарнирно »акреплсиной трубы найдена 
Критическая скоро и. жидкости, при превышении которой возникает 
неустойчивость

В данной работе рассматривается задача о рашигии но времени 
первоначально локализованного малого прогиба бесконечно длинной 
трубы. Показано, что область растущего прогиба распространяется по 
трубе, н найдены скорости границ ной области.

Показано, что для трубы конечной, но достаточно большой длины 
имеет место неустойчивость при любой заданной скорости жидкости и 
произвольных граничных условиях на концах трубы. Природа неустой­
чивости может быть различной. При некоторых найденных в работе 
условиях рост прогиба трубы определяется свойствами уравнения, они- 
пинающего поведение прогиба, а при других условиях рост возмущений 
связан с фактом существования граничных условий на концах грубы, 
которые обеспечивают отражение упругих волн, бегущих по трубе.

При исследовании устойчивости течений или состояний. не завися­
щих от координат и времени, в линейной теории рассматриваются ре­
шения линеаризованных уравнений в виде бегущих волн вида 
ехр(//м-дш/). Волновое число k и частота w в этих решениях связа­
ны дисперсионным уравнением Г){ ՛. &)=0. которое получается из 
системы уравнений, описывающих поведение возмущений. Если дли 
всех действительных значений k корни дисперсионного уравнения 
»/(А) тпковы. что 1пв*/(АХ0 для всех у. то течение пли состояние 
называется устойчивым. Если найдутся действительные Ь, для кото­
рых lmw£>0 хотя бы для одного значения /. то говорят, что имеет 
место неустойчивость. Булем называть се простой неустойчивостью.

Дли системы уравнений, описывающей повеление малых нозму- 
тений, можно решить задачу Коши Если начальные данные интегри- 
рус.ми по модулю, то есть начальные возмущения и некотором смысле 
локализованы. то решение ирг итанлястсч интегралом Фурье

*(*.0=S I bj(k)txp\ibx~h»j(k)t\dk (0.1)

где b,(k)-фурье-компоиенты начального возмущения £(х, 0).
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Рассмотрим асимптотику интеграла (0.1) при / вдоль вс.- 
возможных лучей х-ut » const, />0 из плоскости х, i. то есть выяс­
ним поведение возмущений в движущихся системах координат, в ко 
торых л'=х—ш, k' — k, !••'(.7, Л)—iv uk. Для этого в (0.1) заменим л- 
на х’, <•> на о/ »>'(//. 4’).

Для нахождения асимптотики воспользуемся методом перевала 
|4), согласно которому при /֊-»ос

b - b(k. )/-*ехр[/(Л.,л'- >՛>,

здесь ։^>0 и определяется порядком первой отличной от нуля в 
седловой точке k., производной функции «'(£). Ii седловой точке 
</֊•>'..!dk — 0 и ее координаты задаются уравнениями

Re~ =Д/, 1։п—=0 (0.2)
(Ik (Ik

При фиксированном и может существовать несколько седловых то­
чек. определяемых (0.2),-ио асимптотику лает та из них. через которую 
проходит контур интегрирования после сю деформации Если и таких 
точек несколько, то главный вклад в асимпто։пку тает седловая точка 
с наибольшим значением 1։ш՛/ Для правильного выбора перевал։, 
ной точки, дающей асимптотику, необходимо шать поведение функции 
1m«' на комплексной плоскости k («рельеф»).

Рост или затуханш возмущений (0 1} для заданного и определя­
ется знаком Inn»' в перевальной точке. Ггли рост возмущений происхо­
дит при и 0. то неустойчивость пазы паку։ абсолютной. Если при //—О 
возмущения (0.1) стремятся к нулю. :•<> существуют//, для которых 
они растут, то говорят о конвективной неустойчивости. Простая неус­
тойчивость всегда влечет за собой либо абсолютную, либо конвектив­
ную неустойчивость (см., например, обзор [5]).

При рассмотрении решения задачи н< на бесконечной прямой ,v, а 
на отрезке коночной длины /. с однородными граничными условиями 
на его концах оказывается, что асимптотическое поведение решения 
определяется собственной частотой. При больших значениях I. соб­
ственные частоты принадлежат к одному из двух типов [6]. -Гранич­
ные» собственные частоты определяется граничными условиями на од­
ном из концов отрезка. «Глобальные» собственные частоты в пределе 
при /.-»со нс зависят от конкретного вида граничных условий (хотя 
предполагаются выполненными некоторые условия невырожденности 
граничных условий на обоих концах отрезка) и находятся из уравпе 
ния [6]

||Пр4-(<м)-А'/(н>)1=0 (0.3)
где

1т/г,(<») гп1п{1тА,(ш)}. 1։пА/(«)= tnax{ hnA’.(«>)} 
г I

11п/г,-(‘').'>1) jrau>_^oo (0.1)
lnU։.'(to)<4)
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Физический смысл равенства (А.З) заключается в том. что аепм'ь 
тотическос поведение решения определяют .вс волны, распространяю- 
шие.'я я противоположные • юроны (£ (ч) ссюгнететиуют волнам, рас 
тЮстрлнш'ж!имгя направо. а А’.ч-4 — волнам. распространяющимся 
палено) и прсвратающнеся одна >; друг’ о при отражениях от кон­
цов отрезка с коэффициентами отражена ; поря.тК.т единицы. На пл ос- 

(КСктн о» уравнение (0.3) алает линию. Очевидно, эта линия—самая 
нерхняя средн всех линий на которых

1шГЪ(т)-Л/Н|=Л (0.5)

[ГДеА'гС1) и удовлетворяют условиям (0.!) Если какая-либо из 
линяЛ (0 5) заходит н верхнюю полуплоскость ш. го средн глобаль­
ных собственных чистое, уд •клетворякиин.х уравнению (0.3), обяза­
тельно найдутся и» с 1п։м»>0. 1(еустийчив ють, соответствующая гло- 
бальной собственно!) частоте с 1т«£>0, называется глобальной.

Седловой точке /г, па плоскости /г соответствует точка котило- 
кип V . ла плоскости Если и точке ветвления А’,(՛՛,) *.*( ՛>.), то том 
кп «» является концом линии /../, что ел. дует ил приближенного ра- 
неистов £,,/== • .4/ю -и«,. Поэтому, если 1тм*»>0. го есть при /. -ос 
имеет место абсолютная неустойчивость. то при большом, но конеч­
ном будет иметь месть глобальная неустойчивость |6|.

/. Рассмотрим задачу о повелении малых нагибных колебаний уп­
ругой трубы, заполненной движущейся жидкостью. Будем считать, что 
поперечное сечение трубы остается неизменным, а деформация сводится 
к н»гибу оси. Скорость жидкости г.՛ будем считать постоянной. Запишем 
уравнение для прогиба трубы а-(л\ г) |1.2|

d^ w / д 
'՝։V^ rv — 1 w=—D----

дх / дх*
(1.1)

где л։ и р։—массы трубы и жалкости, приходящиеся на единицу дли­
ны. а I)֊ жесткость трубы на изгиб.

Интересно отметить, что дисперсионное уравнение, соответ; гвующее 
(I I). имеет такой же вид. как дисперсионное уравнение малых моду­
ляций нелинейных волн, полученное « [7].

Решив квадратное относительно дисперсионное уравнение, 
найдем его корни

ciu = -UK г К) К*-К2. U=-\. К-^3,3, 
_ ___ (1.2)

«=.--! 21_. k=-i/_2L. . /=։.2
**4 М-Р, Р1 + Р, Р։+Р,

Поскольку в дальнейшем мы будем рассматривать дисперсионное уран- 
пенне также огноемтелык) ирон шольно шкжушихся ст тем координат, 
то и (1.2) далее будем считать ( произвольной постоянной, a Q=* 
■= IJ((/, К). При этом величина • представляет собой безразмер- 
feta скор н ; ь у омянутой нышс си гемы координат ОТЦЫ II 1Г.П.1К > 
трубы. Обозначим Q(/<,01=K> К2 - К ^*(А )

3 Jhncciim АН Армянской ССР. Механик». №1
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Заметим, что при изменении знака и дисперсионное уравнение 
(1.2) не изменится, если одновременно изменить знак А', что эквива­
лентно изменению направления осн .¥. 11оэтому достаточно рассмот­
реть поведение возмущений в системах координат с £/>0.

Из (1.2) следует, что в рассматриваемой задаче простая неустой­
чивость имеет место всегда.

Изучим поведение первоначально локализованного малого проги­
ба трубы при / -оо. то ехть найдем асимптотику интеграла

2
\Г(Д". | (Г'д А') хр ,Ч'|А'А" <>ДА', иу.\}^К

} ։ •

*=֊р ,=^-. Л"=Х-(8։+Ь-)7, Ц7/(Л-)=Л2^2. (1.3)
для различных звачс ний \С< .

В плоскости К функция Й(А, 1') для фиксированного 6’дву­
значна. Проведя разрезы по действительной оси от точек ветвления 
/<= ;1 А'о ю К=е^ и по мнимой оси выделим ее однозначные 
ветви, отличающиеся знаком. На разрезах 1шР<> = (). Мнимая часть 
каждой из ветвей И/ есть нечетная, л действительная -четная функ­
ция Ке/<. Отсюда следует, что асимптотическое поведение интегра­
ла (1.3), взятого по право;: я левой полуоси 1?е/\, будет задаваться 
Экспонентами с одинаковыми показателями и при исследовании асимп­
тотики (1.3) достаточно ограничиться интегрированием по /< от 0 до 
■х; и рассмотреть один член суммы с .7=1. (Ветвь соответствует 
знаку „у “ в (1.2)).

Уравнения для седловых точек имеют вид

Ке 27<г Л"՛ , 2К֊-К2п 
У № -А';՛.

(1-4)= = О

В плоскости Л' линию О, задаваемую вторым уравне­
нием (!.-’). назовем „хребтом“. По нему двигается седловая точка 
при изменении 77. В полуплоскости КеК^-О имеются два хребта: по­
луинтервал действительной оси [/<0, ос-) (совпадающий с разрезом) и 
кривая, задаваемая уравнением

К2п
Л'г—— ехр(7б). 0<0<2к (1-5)

Эти хребты пересекаются в точке /<« ֊ ) 3/2 /<0, где <ГЙА/№=0. В 
верхней иолу плоскости на хребтах 1' положительно, а в нижней— 
7/<().

Па действительном хребте |/<0, оо) 1тП։ ֊-1т£2о=О, а величина 
:77(А') -ДО0.с/А՛ согласно (1.1) принимает все значения от минималь­
ного Щ'֊=/г;, .77(/<*)=2У 2 А'о до 17/|=ои в точках !\=К0 и/\ со Зна­
чениям '!д<^7..'й соответствуют точки кривой (1.5) При движении в верх­
ней полуплоскости от точки К, по (1.5) 77>0 монотонно уменьшает­
ся. а монотонно увеличивается, поскольку вдоль хребта
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di\ ilK tlK dK
Значению Cz=i) соответствует действительная седловая точка К = 
=% > - , в ней hnQi., достигает максимального значении, равного 
A'J2.

Смешан контур интегрирования с действительной оси и проводя 
его через перевальную точку, найдем, что при \U<^U^ интеграл (1.3) 
«^конечно растет си временем, так как l-nQ։(Z/<.,»<). 1янпи уров­
ня ImQj—corisl^-О для 0<7 <(/* показаны ня фиг. 1. Контур интег- 
Кчрования обозначен штриховой линией, пунктиром указан комплекс­
ный хребет. Жирно выделены линии 1гпЙ։=0. (11а линиях /։/:։ и Л3/:3 
к е2։ = const и эти линии потребуются в п. 2).

При U\>,U^ существует линия уровня 1тй։=0. соединяющая 
точку /<=0 с точкой действительного хребта |/С0, оо), поэтому инте- 
грлл (1.3) при /-֊©о стремится к нулю. На фиг. 2 представлены ли­
нии IihQj const для Жирно выделены линии ItnQ, -0.

В плоскости л*. / растущие возмущения находятся в секторе, 
ограниченном лучами х=/м и a* u_t, где .՛/. = (?2-1-С-/4.-)с. а и (32— 
-K.)v. Если ?2<83։. то «.<0 н ось I проходит внутри ука­
занного сектора, так что при t --х» прогиб неограниченно растет 
в любой точке трубы. Если К>83։, то wk^>0, н_>0 и возмущение 
прогиба в любой фиксированной точке трубы асимптотически зату­
хает. то есть имеет место конвективная неустойчивость.

Таким образом, критическое условие, разделяющее абсолютную 
Конвективную неустойчивости, возникающие при движении жид­
кости в бесконечно длинной трубе, имеет вид; ?2>։=8. В массивной 
трубе прц р|^>б;./8 неустойчивость будет абсолютной, а при течении 
более массивной жидкости с р3>8у։ неустойчивость трубы будет кон- 
аекшвной.
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2 Изучим пиерь устойчивость достаточно длинной, но конечной 
трубы.

Для выяснения вопроса о глобальной устойчивости или неустой­
чивости рассмотрим поведение корней Л*:(9) дисперсионного уравне 
ним (1.2) при изменении Й и параметр:։ L'.

Для значений Q с IniQ- oq четыре корня К (fl) разделяются на 
Л\, Л'= с 1т/(>0 (они соответствуют волнам, идущим направо, г—1, 2) 
и К3, Л\ с lni/(<4) (волны, идущие налево, I 3.4). Нумерация кор­
ней выбрана так. что Re/<։>0; Re/<3>0 ирн ImQ—»оо.

Дисперсионному уравнению наряду с корнями iK, ДО удовлет­
воряют комплексно-сопряженные корни, поэтому

tf2(Q) = K1(Q), /<4(‘2)=/<3(О) (2.1)
где крышкой обозначена операция изменения знака действительной 
части комплексной величины о=—Refl Лп։«. Для достаточно боль­
ших значении lniQ>0 корням l\v /\3 соответствует ветвь Q։, а кор­
ням К4 -ветвь Й2. Как было показано в п I, при в пра­
вой полуплоскости Л' имеется комплексная седловая точка 5Ь в ко­
торой hriQj С>0, C—C(U). В ней сливаются корни Л’։ и К3. В со­
ответствии со свбйс’вами (2.1) корней Л'(О) существует вторая сед­
ловая точка 52, симметричная относительно мнимой осп (и лежащая 
на втором листе плоскости /О. в которой сливаются корни К2, /<4 
при том же значении 1тЙь=С.

Рассмотрим соответствие комплексных плоскостей Q и /( и по­
кажем. что при всех значениях часть, по крайней мерс, одной из 
линий (г 1. 2; / —3. 4), задаваемых уравнениями (0.5), лежит в 
верхней полуплоскости Q, то есть как сказано выше, имеет место 
глобальная неустойчивость.

В плоскости К линчи уровня ImQj—С для малых значений (7Д>0 
показаны на фиг. 3. Жирно выделены линии 1шО։ — 0. Линии ReQ։ = 
= const ортогональны линиям lmO։=consf, направление роста RcQj 
на линиях Irnftj—const указано стрелками. Заштрихованы области зна­
чений /(, для которых IrriQj>C. В седловой точке 5։ ReOj<^0.

Проследим, где в плоскости О выполняется равенство (0.5) для 
г 1, / = 3. Рассмотрим в этой плоскости точку /՝, для которой 
ImQ/ С, 0^֊-Re£2A>ReQs (фиг. 1а). На фиг. 3 ей отвечают две точки 
/3 и соответствующие /(JQ) и /<:t(Q). Не меняя значения ReQ 
=ReQ/։ будем уменьшать ImQ от С до нуля, тогда К։(О) будет дви­
гаться по линии Л։6։ вниз, a /<3(Q)-no линии F3G3 вверх (фиг. 3) 
(точки О'։, б, лежат на линиях 1тЙ։=0). Поскольку в точках /-՝։, /’3 

а в точках 6\. G, hn/Cj<^h։i/<.,» то при некотором значе­
нии 0<ДшР,<7? получим —1։пА'д. Рассмотрев аналогично всевоз­
можные точки для которых lmQ։=C, ReQ։<'0, найдем, что часть 
линии / 13 лежит в верхней полуплоскости О (фиг. 4а). Она соединяет 
точку ветвления S\ с точкой 0 = 0. Для значений О с ReQ>0 1шК։Д>0, 
a Im/C3<0, по тому /.„ из II четверти продолжается только в ниж­
нюю полуплоскость Q.
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Изучим, как деформируется линия £„ при изменении |7_7|. От 
знака вид линий /,*.• не зависит в силу замечания п. 1.

При £/=-0 седловая точка 5, лежит на действительной оси К и 
и ней ReQ( = 0, IrhQ Крестовина. изображающая линии уров­
ня в окрестности седловой точки образует с )сямн Re/\, Ini Л* углы в 
IA . В плоскости Q линия Z.u совпадает с отрезком оси Ini^.

С ростом |С'| седловая точка движется по комплексному хребту 
11.5). (ReQ.j в ней увеличивается. linQ/>0 уменьшается, а крестовина 
линий уровня в плоскости К повора швается. При |С|=֊ Un / 3/V0 она 
становится параллельно:՛, координатным осям (6’0 находится из до­
полнительного условия Качественная картина линий
ImQj=const 0 в плоскости/< для представлена на фиг. 1.

При I точке Z7, лежащей в плоскости Q несколько
правее точки ня прямой Im£ = C (фиг. 46), соответствуют значе­
ния К\ и Ка (точки /՝։ и Г3 на фиг. 1) такие, что 1тК։<1тК3. При 
.я личении Im’-’ вдоль линии ReQ—ReQ? точка К։ движется вверх, 
а точка К3 движется вниз, и при некотором значении 1гп£Г>С мни­
мые части /С, и К3 совпадут, то есть выполнится равенство (0.5). 
Рассмотрев аналогично в евозможлые точки F, для которых lm‘-V=C, 
0^>ReQf, получим, что кривая /.„ начинается из точки S, и проходит 
через 0=0. причем часть ее лежит в области lni£2>lm£2, (фиг. 46). 
Таким образом. дл ՛. U0<^\U\<^U^ инкремент глобальной неустойчи­
вости оказывается большим, чел инкремент абсолютной неустойчи­
вости.
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Рассмотрим |//| Л# и покажем, что хотя неустойчивость в 
бесконечно длинной трубе в этом случае конвективна, в достаточно 
протяженной. но конечной трубе глобальнгя неустойчивость имеет 
место для всех значений 1'.

Из фиг. 2 видно, что иля действ!!je.Ji.nbix /<, лежащих на верх­
нем береге разреза [/<„, <<), /< А3 для А'£|Л'Й, Ад] и А' А\ для

Рассмотрим зависимость £2։ от 
ишегштельных А, лежащих на 
верхнем береге разреза, при /.-'О 

, (фяг. 5). Поскольку бй/с/А* 
на |/<!:, /<,.։ | моноюино умещ.ша՛՛>■ 
си ։>т до 0, а из \Кц. е^] моно­
тонно увеличивается от 0 до ос, 
то существует такое действитель­
нее значение которому соот­
ветствую точки К I 11
К3*ь\ к(<' ос) такие, что («Я2.т//<)А-։в=

Воспользовавшись разложением в ряд Тейлора
лежащих в мало!! окрестности точки ш.ндем

А։(£2) и

1ш(А, /<3)=Л֊Чп|(Й—Й,:;)\ 1 I /д-/\ \ /д2К \
2 и? к

Отсюда следует, что в малой окрестности точки Й* равенство (0.5) 
для г=1. М3 выполняется на двух вз'лмнопериеидикуляриых ли­
ниях Рей - Кейч и 1п1й — 1т!2|: —I), то есть из точки линия А։3 с 
вертикальной касательной уходит в верхнюю полуплоскость (фиг. 1в). 
Если 1՛ -оо, то А'г А'п, А’/г оо. £1, -А'/ ’ £2։ £2. л), д мак­
симум 1тЮ на .пиши /.։>1. как можно покаюгь, остается конечным и 
стремится к А7;4-

11а фит. 1а, 46, 4в ыя различных шаченин и изображена часть 
линии / |Л. лежащая в верхней -.олупл скости 9, и равенство (0.5) 
выполнено и՛։ вей дтя I п^Х). 11ч ,тн часть линии £։1 ра'положе­
на симметрично относительно дечствигельноп оси И.

Проводя аналогичные рассуждения д.п корней А'3. А՜,, найдем, 
что линия /.51 ։ежит в правой но. \ пл »скости Й и симметрична /,, 
относительно МНИМОЙ ОСН О.

Проведенного исследованнл линии /п достаточно ։ля ։ыводон о 
глобальной неустойчивости. Однако, праве (ем без доказательства 
результаты относительно линий /.։, и ня плоскости О. соответ­
ствующих г 1, / I и г 2, / -3 в уравнен! и (0.5).

Согласно (2.1) эти лини։։ расположены симметрично относитель­
но мнимой осп О. Существует значение 0<Г^։<Х4 такое, что при 
I-1’шах1п:^ на А,։ больше тах1т£2 па При (/֊ тах1ш2 
на /.„. так же, как и на /.1л. стремится к А-;՛}. При ։нах1шП
на линии /.14 меньше, чем на линии где он достигается в седло- 
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»ой точке. Отсюда следует, что в зависимости от соотношения масс 
трубы и жидкости растущая собственная функция может образовы­
ваться как на волнах, соответствующих К։(Р) и А\(--) (или /Շ(Զ) и 
Հ4(Զ)), гак и in волнах, соответствующих A\(Q) и /<.(Զ) ^։ли A’.(Q) 
и K,(ß)).

Таким образом, показано, что линия (0.3), определяющая гло­
бальные собственные частоты, при всех шачсннях / ' лежит r Répx- 

I ней полуплоскости Զ. Следовательно, во всех системах координат, 
движущихся с постоянными скоростями, и, в маетности, в системе, 
связанной с трубой, имеется глобальная неустойчивость.

ON BENDING VIBRATIONS OF A LONG TUBE WITH 
MOVING FLUID

A. G. KUUKOVSKY. 1. S. SIUKINA

'.ԱՐԺՎՈՂ Հ1/ԼՈԻԿՈՎ I.B’I.ILV ԵՐԿԱՐ 1սՈ'ԷՈՎ11.ԿԽ Ծ1111Ս.Ն ՏԱՏԱՆՈԻ1րՆԵՐ1' 
ՄԱՍԻՆ

Ա. Դ. ԿՈԻԼԻնՈ՚ԼՍԿԻ, Ի. Ս. քԱ՚ԿԻՆԱ
Ա ։1՚ փ ո փ ո i մ

Դխէէարկվամ ( մհծ մ ամ անակաՀաավածնսրի ա ո աձ1{ ակ ան խո-
ղովսէկքէ ճկվածրի ijtttpp, սկդրւոմ ա եղա յն ա yif ած էքքպոմ ան ասիմպաււաիկ 
Հա1Դ'1!> 4’1’ խողովակ"^ 'ասաաաոէն այսայա^յամp '.հ/րսկ Լ ititinttfi

Ürttjtf Լ արվում, пр գրդաէած աիրույքքր, սրաեէք ճկված рр աճ tuti Լ, ս>ա- 
'■ածվամ Է խէււրւվակէէՀ և դտնված եհ tttjtf աիրու յթի սա .՝ ։i անն եր ր t

4.նւ/երջ երկար իւսէքՈվակ/ւ համար утри ! phpijmti րաւք արձակ h կոն ■

1
<1հկսւիվ ան կա ւսւնսւթ յան Հա յա ան ի շր:

ÿtlljÿ Լ արված, որ '/hIipui[rp, fi си t ff puti/ ականաշաւի երկար խողսէիսկի 
.ամար մքւշա տեդ(է էււնքւ անկայոլնյուն , կասրքած ծոման աաաւսնումների 
Հևաւ
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