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КОЛЕБАНИЯ УПРУГОЙ И ВЯЗКОУПРУГОЙ ВАЛОК В 
НЕОДНОРОДНОМ ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ

ЛРТЕМЯН Э Г.

В данной работе решены задачи колебании (и параметрических 
колебании) упругой и вязкоупругой балок ь неоднородном температур­
ном ноле, когда механические свойства материала зависят от темпера­
туры. Определены собственные частоты колебаний балок и области ди­
намической неустойчивости упругой балки в *а виси мости от изменения, 
температур. Температурное поле берег-» стационарным и неоднород­
ным.

I. Ра смотрим колебания упругой балки в стационарном темпера­
турном поле Уравнение колебания балки принимает следующий вид:

= /) (1.1) 
дх- I <?л- dt-

где /'(-՝■'. О—внешняя возмущающая сила. Решение этого уравнения 
ищем в виде ряда синусов, удовлетворяющего граничным условиям 
шарнирного опирания

W=v (1.2)
л-։

где '/k=-k;l.
В виде ряда представим также жесткость балки и возмущающую силу

FJ = V ла.со$.'М' (КЗ)
А--О

F(x, t)= V fk(()s\ntkx (1.4)
Г" i

Подставляя (I.2> —(1.4) в уравнение (II) и сделав ряд преобразова­
нии относительно неизвестных функций получим следующую
бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравнении. 
Преобразования с U'a֊G) аналогичны тем же. что и в [6]

ett | Р — I

4- V (ар+м~ар~ь№*мр i =2Л(0/А Р — (1-5)
Л-ft+l J > РЛ
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В конкретно.« случае можно предположить, что модуль Юнга зависит 
от температуры линейным образом

/ -/ 0(1~։։з<>7') (1.6)
где ао—коэффинент линейного тенлово» > расширения без учета зави­
симости от температуры, а р—некоторый безразмерный коэффициент.

Предполагается, что температура изменяется ио координате также 
линейным образом

7՝=Л*(Л-Л>у (1.7)

Коэффициенты разбиения в ряд Фурье примут следующий вил:

Л0 = Яа/|2-н7.0(Г,-Т1)| (1.8)
/т 'г »СО8 1 , ...7։-Т։) ——— (1.9)

ь
Если довольствоваться вторым приближспнсм, то для определения соб­
ственной частоты колебания балки из (1.5) получим

(I* ^2) ь
7*4 (^о-Р2/л,1.։(^֊։-«0)^-1=О (1.Ю)

֊4 ?\ (2и0-«г*4 ։)/-1. ։|«М1 Ф АИ+Д'12* ։^'о)^л=О

Из первого уравнения системы (1.10) имеем

- -Р՝ I (2^0֊ ֊«2*)'
»*-֊I =--------г»>? -/------------ ;------- (111)р’/Щ+։((12А 1—(70)

Подставляя (1.11) во второе уравнение системы (1.10) и сделав ряд 
преобразований, получим следующее .пффереп.циальиое уравнение:

~֊-\ Рг !(&,-*») '•Ж2“.-^|>Ч1.|1^г -

/л-МцК«2*-« <*։)■>.•* I—«о)-(2<7о--'7-^ I)(2лв-«•-’*)!«■'* =°
Характеристическое уравнение будет

рД/.»4֊в=0

где .4=/?|(2о0—! (2л0—«2* >)Чм1
,.։|(<лч.(։-п։)(б??#-1-о0)-(2«0-^)(2«1, ап ։)|

На фиг. 1 показана зависимость отношений ю/«»* и 7’., где <— 
частота собственных колебашпг упругой балки без воздействия тем­
пературного поля.

Как видно из фиг. 1. частота собственных колебаний значитель- 
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ио зависит от температуры: с ростом температуры частота резко 
уменьшается и при Г։Т։=5 практически в два раза .меньше частоты 
собственных колебании без учет:՛, температуры. Пунктиром показана 
зависимоегь частоты балки от температуры при решении в первом 
приближении. Как видно из сравнения результатов приближений, вто­
рое приближение значительно уточняет значение собственной частоты 
колебания балки. При этом, значения, получаемые в первом прибли­
жении. значительно выше более точных, которые получены из второ­
го.(на фиг. 1 второе приближение указано сплошной чертой).
При проведении вычислений на­
чальная температура бралась рав­
ной /։=201) (՝, а параметры отно­
сительно температуры брались рав­
ными параметрам стали (р«в = 
=1.3 • 1()֊5).

2. Рассмотрим параметрические 
колебания упругой балки в том 
же температурном поле под дей­
ствием периодической продольной 
силы

Р(О=Ро4 P/CosW (2.1)
•Vравнение колебания балки под 
действием силы (2.1) примет сле­
дующий вид: Фиг. I

— Гл-./а—I (Ро Р,со։Й) —+?й —= 0 (2-2)
ле дх՝ | 0 дх' ' д։2 '

Так же. как я в первой задаче, представим и виде ряда (1.3) фун­
кцию и ищем в виде ряда (1.2) функцию те՛. После подстановки 
(1.2) и (1.3) в уравнение (2.2) и проведения некоторых преобразова­
ний, относительно неизвестных да* получим бесконечную систему обык­
новенных дифференциальных уравнений:

---- - +/> d?
Л-1

(2л0- v (ah-p — a^p )՝f 'p'kwp V
Г’1

2 (a„^a,,
p .*4-1

Выпишем систему (2.3) для второго приближения

֊֊֊ й‘.( 1 -2рсо§90»*+-;’кч.и =0 

(2.3)

(2.4)

&*=<»**У 1- у, <»k—p /г->г2ай а»

Р =___ £___ , = g<g£o—(2.5)
2(Р*-Р0) 1г
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~*( 1 2нСО$0/ >՝՜ ии'*=° (֊•<>)

. / /7՜ -•( /г 4֊ 1V г_________
где Й и=шл |/ | — -, и. ц. = р------- ----- । 2яА а-,к ।

„г_'1(ро Р.>соь(Ю=(2г70 -а:к} ^(/'>о-(-Р.-со85/)(2л(>-а2*))
' = 4/>’(2^ ^иМ^-Ро) ’ 4/>=(2а0-Д2Л) • (7\-Р0)

Определим главные области динамичен чей неустойчивости. Для /то­
го пользуемся .методом, изложенным в [I]

Периодические решения с периодом 27(7՝—-2-9) ищем в виде:
97 9/

?^=а։81п — 7>хСо$ — (2.8)
2 2

. Н , . 9/
ТО* |Г=«3$!П — /?։СО8 — (2.9)

Подставляя поочередно (2.8) в уравнение (2.4) и (2.9) в уравнение 
(2.6) и приравнивая коэффиценты при одинаковых <1п9//2 и собОг,'-?. 
получим две системы, каждая из которых представляе։ собой систему 
двух уравнений с двумя неизвестными. Условиями существования 
периодических решений уравнения (2.3) являются условия равенства 
нулю определителей указанных систем. Запишем эти определители, 
соединяя соответственно первое уравнение системы с третьим, а вто­
рое уравнение с четвертым:

9»--------- (- 1 — н 
4Й’

-.2■1
й/

..2
О’

9=
" 401 1

= 0 (2.10)

—х; +1 ՝1 »
О2

9’
■405+1+н

=0 (2.11)

«1

Для определения главной области динамической неустойчивости 
следует удержать в (2.10) и (2.11) верхние диагональные элементы 
и приравнивать их нулю. Как и в [1] получаем приближенную фор 
мулу для оценки границ главной области динамической неустойчи 
вост»

9*= 20)4 п (212)
В силу наличия /г 1-1-го члена, можно уточнить границы главной об-
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ласти, разрешив определители (2.10) и (2.11) относительно 0. На 
фиг. 2 показаны главные области динамической неустойчивости, при 
этом заштрихованная область соответствует главной области упругой 
задачи без учета влияния температурного поля, сплошные линии ог­
раничивают область, получаемую из соотношения (2.12), а внешние 
пунктирные линии обозначают область. получаемую из решений (2.10) 
и (2.11). Иначе говоря, внешние пунктирные линии являются уточне­
нием границ главной области динамической неустойчивости при учете 
в (2.3) А’+1-ого члена. Как видно из фьг. 2. при увеличении темпера­
туры границы главной области динамический неустойчивости значи­
тельно расширяются. Учет же /г-֊1 .и-> члена позволяет сто более 
уточнить границы главной области. Это уточнение можно проводить и 
далее, если учесть в (2.3) k ֊2. /гф-3 п последующие члены. Однако, 
рассмотрение этих членов с математической точки зрения не является 
целесообразным, поскольку и.\ влияние на границы главной области 
практически не сказывается

3. Уравнение колебания ни жоунругой балки в том же темпера­
турном поле принимает следующий вид:

1 ՛■<' -т>х 
дх2 | \<?л- — «о
д21£) > \1 , г /-/ м 1 чН'А тт՜ П (3.1)дх* /1 дР

Как и в |6|, рассматриваются прос­
тые экспоненциальные ядра

Г(/֊т, 7>Д(Пехр{ а(Т) (/֊֊-)}
(3.2)

Воспользуемся гемпературно-вре- 
менной аналогией |4. 5,7] и заме­
ним фактическое время приведен­

Фнг. 2ным:
Г = //нг = /-(л-)/ (3.3) 

где а)—функция температурного сдвига. Чтобы избежать лишних 
обозначений, вместо /' используем I, с учетом (3.3). Уравнение (3.1) 
примет следующий вид:

I
— Л7( ֊ - Л( / )/(х) ехр{-7.(/—т)} — (Л) I =!՝(х, о
дх- | \с/л-2 Д дх2 /) ОР

(3.4)
Решение уравнения (3.4) ищем в следующем виде:

то=чег(зс)ехр{/(ь>/4֊<р)} (3.5)
Внешнее возмущение задается в виде:
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(3.6)Г(х. Г)=ЛА(х)гхр(/Ч/)
Подставляя (3.5) ц (3.6) в у равнение (3.1), получаем:

х/2 ( Н* лл_1 । _
— \ fz.J—-(1-.4-/ Гг—1՝А-.г Г )’ (Л-ЩЛД-=Ь.(х)ехр(/г) (3.7)
с1х- I ^х։ I

Здесь, как и н [2,3]
<к *

Г.= | Г(г)со§1'»гс/г. 1\= | Г(.*)81 !։«?//? (3.8)
о о

Отделяя мнимую н действительную части уравнения (3.7) и учи­
тывая. согласно [2]. что /?=1пу(7՝), получим следующую систему:

7 ~՜..' (1 •/' ։*<•)! а')со5<?
(1х- I ах’ I

/г/4-.! /'лСхЬт? (3.9)
ах- \ е!х- I

Для определения собственных частот колебаний балки, рассмат­
риваем. первое уравнение системы (3 9) Второе уравнение не рас­
сматривается, гак как пас интересует только частота, а не фаза. 
Для данного случая оно примет вид

/:/ (I Лг,)( -оЛ-геко«=0
т/хгкх2՝ I • (З.Ю)

Решение уравнения (3.10) ищем в виде ряда синусов:
«• гЛ

«•= 2 2У*Я1П — X (3.11)
Л- 1 I

[5 виде ряда представим следующую функцию:
—Ь

/11Т(х) ]•/(х) = V аАсоз ֊- х (3.12)
/.•-о I

Подставляя (3.11) п (3.12) в уравнение (3.10) и сделав ряд неслож­
ных преобразований относительно нои шестиых функций те^, получим 
бесконечную систему алгебраических уравнений:

п*/г42Л/_-2^ш1 /՛
тА/г 1

(2«0—Л2^)^'А-

А—I
V (нл_/>--й/м4-V ак р)™р =0 (3.13)
л=1 р’-Ч-| I

Определим коэффициенты ряда Фурье. Для этого предполагаем, что 
элементы ядра вязкости изменяются а зависимости от температуры 
линейным образом
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Л=.1(! -}Ч|,7 ) 
1=7(1 —Ч7(,Г)

(3.14)

(3.15)

где «и—коэффициент линейного теплового расширения бе. учета за­
висимости от температуры, п—некоторый безразмерный коэффициент.

Температурное поле задано в виде (1.7). Кроме того, следуя [9]. 
предположим, что

1п «/( /)= -(7-7;) (3.16
где о—некоторое пост о.։ иное ''.пело II ч.игиостн, можем рассмотреть 
случай, когда с= I Учитывая (3.14) и (3.15), можем записать вы­
ражения для Г\ и Г»:

Коэффициенты разбиения примул слстмошпи вид: 

1_____
ех|(Л.֊Л)

л|
\ехр( Г, -7\) /|

(3.18)

_ Л(Л-7\) ь).—----------------------
(Л֊7‘։)а֊т^г

' соя-& _ 
,ехр(Т2-Т։)

1^0 
Г,-/֊,

г^-(Г2-7;)2 (7;-7\)со8-6\1 
(Г։-7\)2 т-к֊ ехр(Т։-71)/|

(3-19)
Проведены числовые вычисления, 
характеризующие зависимость час­
тоты собственных колебаний вяз­
коупругой балки от изменения тем­
ператур. На фиг. 3 показан график 

Л 7. 1«>зависимости отношения - . —
А’ а2 ш* 

Тя от отношения температур —, где 
. как и в первой задаче, частота 

собственных колебаний упругой 

балки без учета температур.

С05~Л?

ехр(/2— /։),

согласно [5]. есть некоторая постоянная величина. Как видно из 
фиг. 3, закономерност։, изменения частоты колебаний <л изменения 
температур, как и н упругой задаче, сохранялась. О тако, увеличе­
ние температуры в вязкоупругой задаче влияло на рост частоты соб­
ственных колебаний балки более интенсивно, чем в упругом случае.
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Как и н упругой задаче, вычисления проводились для второго прибли­
жения н при тех же значениях параметров

ELASTIK AND VIS O-i LASTIC BEAMES VIBRATION IN THE 
NONHOMEGENEOUS TEMPERATORE HELD

li G. AKTEM1AN

11.1111. ՈԱ»|ԱՆ 1;Վ Ա111ԼԱԴԱ.11Ա.օ111*հ!>՚ւ շԱ՜0ԱՆՆ1յՐ1» ՏԱՏԱՆՈԻ^
11!» 2U.iril.Uhfl- ՋեՐւրԱՅհՆ ԴԱօՏՈԻՄ

է. ՍՔՏււրՅԱՆ

II. ժ ։|ւ ււ ւի ււ ւ մ'

Աշխատանքում ւսոացված Լ աէէաձդական ե աոտձցամած ուցիկ Հեծան­
ների տատանս ան սեփական • աձախականութ յունների կա խվ ւա) ութ քուն ր 
ջերմային դաշտի փ ով։ ո /։/ու թ յան ի ց (երր ջերմային ցտշտր ստացիոնար Լ ե 
«ջ , ս/ւ) ասնոյ։ Աոսւձդակսւն հեծանի համար կատարված Հ աււաջին I։ եյ>կ- 
րորրք մ ոտավորութ յամր ստացված սեփական Հաճախականությունների հա­
մ՛ եմա տությսւ ն:

ք՛ացի այդ, աոաձւրմկան Հեծանի համար դէոնված Լ դինամ իկտկան 
անկայունության էքյխավսր տիրույթ յր ե ստացված /; այց տիրույթի սահ­
մանների փէէփոխմ ան օրին տ չտւիէւէթ յան ր' կախված ջերմային դտշտի վւս- 
փոխ ութ յունի ցէ
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