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ДВИЖЕНИЕ АЭРИРОВАННОЙ НЛМЛГИИЧЕН1 ЮИ 
НЕПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ ПО НАКЛОННОЙ ПОДЛОЖКЕ в

МАГНИТНОМ ПОЛЕ

БАГДОЕВ А. Г. БЕЗИРГЕНЯН Г. С

Рассматривается движение тонкого слоя непроводящей двухфаз­
ной смеси несжимаемой магнитной жидкости (дисперсная, несущая 
фаза) с газовыми пузырями (диспергированная, несомая фаза) по 
наклонной плоской твердой подложке при наличии неоднородного маг­
нитного ноля. Считается , что газ, заключенный в пузырях,—совер­
шенный, его движение изотермическое. а магнитная проницаемость 
смеси ji зависит только от плотности смеси о.

1. Направим ось Ох по оси симметрия подложки, ось Оу —перпен­
дикулярно к иен в плоскости подложки, а ось Oz—перпендикулярно к 
подложке (фиг I). Полная система дифференциальных и алгебраичес­
ких уравнений, описывающая движение двухфазной смеси в односко­
ростном приближении (гомогенная смесь), записывается в форме 
Г1-3]:

«П/ 1—1 /г/к Н*\ • d?— = -F-------VP-bv(— — )-Т. -л-4-р?.1/=0 (1.1)
di р р \dy 8-/ di

֊?֊Khl)v И=0. !>=:•/?+ (!-?)?, (1.2)
dt

/^.p = const, — «const (1.3)
kJ?

v-// = 0, 7X^=0, /?=p(p)// (1.4)

где /-=(gpsina, 0, — docosa}—сила тяжести, /) давление в смеси, pg— 

давление газа, заключенного в пузырях, Г՜—скорост։. потока, р?>. о, 
плотности, соответственно, газа и жидкости, 2—объемная концентра­

ция, Т=л| l/| I'/А—сила трения, /.- -коэффициент гидравлического соп­

ротивления, h — глубина потока, /?—радиус пузыря. //, Я—напряжен­
ность и индукция магнитного поля.

Уравнения (1.4) после введения потенциала напряжений 
можно записать в форме

V(PV^)=O (I. )
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Система уравнений (I II —(1.3), (1.5) нс а.мкнута. Чтобы ее замкнуть, 
необходимо кинематическое условно на свободной поверхности и полу­
чить связь между р и

Расчетная модель

а) Следуя многочисленным работам [2,4—7], считается, что соот­
ношение между р н р։ .1 смеси такое же как соотношение между дав­
лением в изолированном пузыре пульсирующем в безграничной 
жидкости, и давлением вдали от него

б) пузырь при деформации слабо деформируется (Задача о значи 
тельной деформации формы пуыря рассмотрена в [8], то есть в [8] 
изучено явление схлопывания кавитационного пузыря в намагниченной 
жидкости) :

в) при переходе от рассмотрения одиночного пузыря к рассмотре­
нию смеси в соотношении р.—р, заменяются: /у на /л //.s на Л/, а 

на р</иД/р. так как вокруг каждого пузыря имеется смесь.
Рассмотрим движение одиночного сферического пузыря в безгра­

ничной массе намагниченной жидкости с магнитной проницаемостью 
5i,=l^(/y)=const и՜ в> однородном вдали от пузыря внешнем маг­
нитном поле. Поместим начало координат п центре пузыря, оси

и ()х2 выберем в экваториальной плоскости, а ось Оху 

направим по // .. Обозначим через ՛'/ географическую широту, 
а через 1> географическую долготу. Тогда

A'!=rcos О COS >), А*2—Г COS 'Ь sinb, Д-. =rsiПф

Считая намагниченную жидкость идеальной, а движение безвихревым, 
из уравнения движения и неразрывность (1.1) получается, соответст­
венно. интеграл Коши-Лагранжа

й dp, Н> /у ЛЛ и *!

à‘ 2 P, dp, 8Г \dp, 8zA
где ^=v?, //=;y pg(x։sîna—x4cos«), a ?։?=0
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Записывая уравнение у*?=0 в сферических координатах и счи­
тая, что возмущенное движение происходит радиально симметрично 
(?(/■)). с учетом граничного условия г>г\г.^ =(1^'сИ получаем, что 

\!г Уравнение (1.6) на границе раздела г после под­
становки в него выражений —!В —/<” ։| Н*>г'

д/. \(И / г г
примет вид

По на границе раздела пузырь-жидкосп для компонентов магнитного 
ноля выполняются граничные условия

Н^Н', 1Пя|=0 (1.8)

где ГГ;, Нг_, Н: проекции напряженностей внешних и внутренних 
магнитных полей, соответственно, на нормаль и касательную к по­

верхности раздела г=/?(0, Пй={11Р Г12, 11д), П,-=П։-««л. направля­

ющие косинусы единичного вектора нормали //° к поверхности г==/?(/), 
относительно координатных осей л*։, л‘.>, х,;

~\!'г 17 Г1" суммяр11ы"
внешний тензор напряжений, символ Кронекера, —4^/?՜’^/?^//^

вязки л тензор напряжений {-,——2ур1(1о,:!(1п\г R——\?,Ц ЧН <//). П‘А՜
— ՝ А/2-'2 ррт -суммарный внутренний тензор напряжений.

Из условии (1.8) и равенства (1.7) следует, что

, <1? ГР \.<РЯ 3,^/?\2 4, <//? I
* </8 8֊ ՛ <1? 8֊ ‘ I (1Р 2 Ы/ / R (R | (1.9)

Таким образом, чтобы получить окончательную связь между давлени­
ем одиночного пузыря р., и давлением намагниченной жидкости вдали 
от него/;., необходимо определить внешнее магнитное поле. Решение 

уравнения Д • £#=0 с учетом первых двух граничных условий И.8) 
и условий на бесконечности /-/Л. //>։. /У, -0 при г—г» записы­
вается в форме

Ф'=/Л /г - -Г' ՜1— — ) $1п0, ^’—{{^— г$|п > 
\ Н 2«, г1) 1 --2рг

Осреднив слагаемое 1/8” (’1/~1 (/Л)2| по поверхности, сфе­
ры |6). с учетом формулы, приведенной в |1| (см. с. 69)

^=Р,4֊3?<‘/֊֊(1.Ю)

(которая имеет место для мелкодисперсной суспензии и малых концен­
траций (Р<1)). и принятой модели расчета давления р в смеси из 
(1.9) находим искомое соотношение между р и р.
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- =/2l ( /2-/21 _r 2(22V_i:2^* W # /8" ' dt* 2 \ dt ) Д’ dt

Последнюю формулу с учетом соотношения, р^.З/р/!—?)=соп51, кото­
рое следует из (1.2). можно переписать в форме

Н̂-
J-J 8-

»22- 2/^.у1--֊ <LB 
dt* 2 \ dt ) Ц dt (1.11)

Из полученной формулы следует, чт-л чем меньше количество пу­
зырьков в магнитной жидкости (МЖ). том меньше их влияние на дав­
ление в смеси.

Связь между р и р^ без учета деформации пузырьков в однород­
ном на бесконечности магнитном или лсктричсском поле получена в 
работах [2.5]. которая без учета вязкости из границе раздела для 
магнитной жидкости имеет вид

Р֊Р,=
dn Н*
d'i 3֊

(1-12)

2. Введем условия совместности (без учета дисперсии и диссипа­
ции). имеющие место на фронте волны, из которых получим формулу 
для нормальной скорости распространения волны.

Используя выведенное sa мыкающее уравнение (1.11). преобразуем 
уравнение движения (1.1)

</Г - 2.1 \lli Н1 ■■ 
dr, 8֊Лз 8~ Г/ (2.1)

Перейдем в уравнениях (2.1). (1.2) (1.4) от декартовых коор­
динат .г, у, ֊ и времени / к координатам .\:.. д'2. л'.р где ՛■' направ­
лена по нормали к фронту волны: 5(/, л՜, у. г)=-0. а л\, 6=1,2, 3 на­
ходятся в касательной плоскости к 5. Поскольку волна является ха- 
рактеристнческой поверхностью <поверхность,-; слабого разрыва), то 
на ней терпя, разрыв только производя!.!с но . Следовательно, для 
скачков производных (д',-л՜, л\=у. л*3=г)

_2 I— 2I 2 — 2
дх, | д( (2-2)

dt

Вводя единичный вектор п0 к фронту во. ны: ,г0=^57к5| и нор­
мальную скорость волны \'= (<?5М) |Д5|. можно показать, что для 
получения условия совместности на слабом разрыве следует в урав­
нениях (2«1). (1.2) (1.5) |10| заменить

d I дгде .= |_ (2.3)

Обозначим через •?՛•■=<’• п нормальную скорое;ь частил, через сп— 
нормальную скорость волны стноснтельно частиц (скорость распрост­
ранения) с,.=Л:—Тогда 
6



_(1_ 
сП

д -֊֊ -И' • 7֊. — 
д(

(2.4)

Используя формулы (2.2)- (2.4) и систему уравнений (2.1). (I 2)֊ 
(1.5), легко вывести условия совместности, имеющие место на фронте 
волны (поверхности слабых возмущений)

ьс^/и^р
г*

. _!_А ,»+ 2 Й Ц.ЬН„-\ — 5?
</?? 8г ' (11. 8г 1 

—6'?.Г/ +■ ^я=0, с,։М ■ (-г-1 )с<7=0

г//.=0, (Нхп,=н^хп,). ^л/?.Рт1.о/ул=о 
р ар

Определи гель полученной системы однородных линейных алгеб­
раических уравнений на фронте обращается н нуль. Из отмеченного 
уравнении определяется скорость распространения фронта волны 
(слабых возмущений) в намагниченной несжимаемой непроводящей 
жидкости с пузырьками газа

_ 2//" Ф \
|1/7’ сГ?)

с/р 

с&
(2.5)

где </=1: др Ф* =Г'А;/и|։1йй • (1 скорость звука в ненамагни- 
ченной (обычной) жидкости с пузырьками газа.

Если брать распределение давления в смеси по формуле (1.12) и 
повторить предыдущие выкладки, го получится

с 2 
л=а2--------- | дК ) I 8« (2.6)

р

Если обозначить через •; угол между Н и п. (/7ч=А/соз;). то ։ри за­
висимости (1.10) для р формулы (2.5) и (2.6) примут вил

,•<:)=.!+ 3-1!֊7[^|֊,։ ° 1(2 • бсо^-З^Ч 33 . 1֊6со^т|?со։*т (2-7)

18(2-»гДр,- 1)։ 
Н1-2Ц/)2

с8 СО8®7 (2-8)

где >..,=։ ся/д, 1—Н/У 8-0(7— безразмерные параметры.
Кривые /•«(•;). описываемые зависимостями (27), (2.8) при разных 

значениях безразмерных параметров 3, и ;, изображены нафиг. 2, 
где пунктир соответствует (2.8).
Отношение вторых слагаемых в формулах (2.7) и (2.8). которые ха­
рактеризуются магнитной проницаемостью смеси, объемной концентра­
цией пузырьков и магнитным полем, при у=0 равно

6(2֊ Ж֊ 1) 12(ц - I)
(1 -?)1 (8-3?)И/фЗ?֊51 “ 8р,-5 (2-9)

Дробь (2.9) больше единицы и является монотонно возрастающей 
функцией от и, (^^2).
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Гакнм образом. расчетная формула (2.8) для Сп по сравнению с 
формулой (2.7) тает завышенные >1В‘чнпя скорости звука и расхож­
дение между ними становится тем больше, чем сильнее магнитные 
свой, гва жидкости. Для проверки до.• тизерноеги полученных расчет­
ных формул (2.5). (2.6) следует провести эксперименты, аналогичные 
экспериментам, проведенным в [I!. 12] для измерения скорости рас­
пространения ультразвуки н магнитной жидкости, содержащей агре­
гаты.

Отметим, что отпоен։ ел ы։ос приращение скорости звука А<?л/ся 
в аэрированной, намагниченной жидкости значительно увеличивается 
ьч счет пузыркон го сравнению приращением с1 н намагничен­
ной жидкости.

3. При выводе плановых уравнений рассмотрим случай установив­
шегося движения и равномерного распределения концентрации |! ио 
глубине потока, то есть 0«=Щл у) Относительно МГС-течения со сво­
бодной поверхностью по наклонной плоской подложке сделаем тс же 
допущения, которые делаются в плаиоьей теории непроводящих по­
токов относительно малой тилшииы со свободной поверхностью

Г.г(л-. у. г) I л(л\ у. •) = /.(л. у). I .(л. у. г; I у(х, у. 5) = т(.г, у)

1<(х. у, г)^0 (3.1)

где параметр. причем 0<В<Л, а «,-г/—компоненты плановай ско­
рости. С учетом, что )■— >(-*. у) и сделанных допущений (3.1) (р=рг?

(I £)>,, следовательно. с=с(л՛. у)), уравнения движения в
проекциях на координатные оси после их осреднения по глубине 

примут вид
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(3.2)

(3.3)

(ЗЛ)

где /<, и /У—значения давления п // ня свободной поверхности.
У.линия, выполняющиеся на свободной поверхности МГР-течеиня, 

։акне же. как на границе раздела МЖ и пузыря, то есть при г—п

\<Н\^=Н'п (3.5а), /У><7' (3.56), П'=՜ И (З..5в)

Из (З.Зв). с учетом (3.4а) и (3.46), следует, что

՝։■"• ՛ <3-6’о-. о՜

Подстановка (З.Ь) в (3.4) дает

Р(Л-. у. г)=/>0 ^(й г)соб>* (и/У; Н-) /^֊ — (3.7)
8~ (16 8-

Преобралсм уравнения (3.2), (3.3), 111 пользуя найденное распре­
деление (3.7) давления в смеси

"1V ± Л>
о*х дх \ cfy 8~ / дх •

.({" f'li\ ZZ1 
՝' d'. 8- ' дх 8-

d(M) 
дх

д? р I / дН՝п (fH-\ 
дх JSz \ ' дх дХ /

1« - i dp
8- дх

Н -;- -!֊
п R֊ дх

(уН2п 1 Н2)

If
1 1'

h (7X
u

/_f±\ 
' dx\d6 8- / COS’

d(f,k) 
dx

т

й дб n-\ / дН!„ дН\ в-! da 1 dp _
"*2 dx frT (~dx ’ ~dx 1 ' dxH'r> ~~ 8^ dx0'17՜'" //-)՜՛

h
I dp 1 Г

-1 - ֊֊ ֊7 (H2n - !V.)dz 
Sr. дх Л J л '

0

(3.8)

Так как относительная толщина аэрированного потока намагниченной 
жидкости, движущейся по наклонной подложке, достаточно мала, то

It
7 ,[ («’+ Н:)(/г=Й;-|- Н- 

О
(3.9)
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Равенство (3.8) с учетом соотношений d(pA) dx—h '2d;. dx=\j2hd'dx(hh ։) 
д\^дх Н*+р 2дН■,аг=1;։» /?nd77, ох и осрелненного значении интегра­

ла (3 9) можно представить в следующей форме:

— f I .<? _ р ± ”‘\ к-=к g. C0SJ_

рЛ J I dx dx \d՛. Bk/J дх 2y дх 4кир
u

(n>~- «-^֊) (3.10)
\ dx dx )

Хналогнчное имеет место следующее равенство:

1Г [ gg _ ,Л (‘А‘ g \ I С(13, _ _
рЛ ,! | dy ду \ dy 8՜/ | ду 2р dy

о

1 ( 7)л — f/Г) (3.11)
4“р \ оу ду /

Заменяя и уравнениях (3.2) и (3.3) интегралы правыми частями ра 

в՛ нс г в (З.Ю). (3.11) с учетом соотношения (1»</р — '}jpdp։, которое 
следует и.< равенств р=Ч։ (1 *՝ ?Рх/(1 —?)p/=const=.4։. получаем

du ди ։ dh . ghcos-з др. в—I /Б дВ„ . n дВ \ и— т Г - a<sln> - Я - cose - - -?=-------- “ - 4----- ( Вп --֊ + в. — )
дх 0 у дх 2pg dx 4хрр \ дх дх /

(3.12)

^_е_±/й^’н В.^'\

дх ду ՝ ду 2ps ду 4spj» \ ду ду ]

(3.13)

(3.14)

После осреднения равенства (3.7) по глубине потока, с учетом 
соотношсни ’ (1.1 и между р и р_. в котором отброшены слагаемые, 
описывающие диссипацию и деформацию пузыря, получается распреде­
ление осрелненного давления рс в пузырях газа

;гЛсо$з (3.15)

Подставляя выражение 3 (3.14) в (3.15). получим распределение /?,, в 
я^рироияипой ней (магниченной жидкости как функцию от А. |». /7П и 
Н , то есть

/\=А։.(а. р. нп. //.)

Ili уравнений игра.рывностн (1.1) и кинематического условия на 
свободной поверхности

dh dh dh л
— и — *r t' — = О
at дх ду
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при допущениях (3.1), которые (сдаются в теории открытых потоков 
непроводящей жидкости относительно малой глубины [13, 14]. легко 
получить

ժ((1 ) Ժա 1-3)/г<’|
дх (3.16)

I аким образом, н приближении теории «.мелкой воды* решение 
исходной системы уравнений (кроме уравнений, описывающих магнит 
ное поле) трехмерной задачи свелось к разрешению плановых (двух­
мерных) уравнений (3.12) (3.16) при за тайном магнитном поле (без- 
индукционное прьближенве, искажения приложенного внешнего поля 
слоем магнитной жидкости нс учитываются).

В общем случае, чтобы получить полную замкнутую систему плано­
вых уравнений для области, занятой магнитной жидкостью, необходи­
мо решить связанную внешнюю и внутреннюю задачи для напряжен­
ности магнитного поля.

Такая задача изучена в работе [17| для проводящей ненамагни- 
чеиноп жидкости, где получена замкнутая система двухмерных (ила 
новых) интегро дифференциальных урагпений при замене подложки 
бесконечной полосой.

Отметим, что плановые уравнения для ФМ (р = р(Н)) в приближе­
нии теории «мелкой поды* выведены з [15]. где исходные уравнения 
взяты в форме [16].

THE MOTION OF AERAR1ED MAGNETIZED NONCONDUCTING 
FLUID ON INCLINED PLANE fcuTTOM IN MAGNETIC FIELD

A. G BAGbOEV. G. S BESIRGENJAN

ՕԴԱՀԱԴԵՅՎԱԵ. Ս՛ԱԳՆԻՍ ԱԿԱՆԱՏ ՛ԼԱ՜Մ ԱՆՀԱՂՈՐԴԻՉ ՀհՂՈԻԿԻ 
Г,(1.Р<М1МГе 1‘>>₽ ՀՍ.ՐԹԱԿ1ԽԼ' ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԱՌԿԱՅՈՒԹՅԱՆ

ԴԻ.ՊՀ41Ի1ր

11.. Դ. ՐՍԼԴ*ՆՈ1»Վ. Գ. U. )»Ես1’ՐԴԵՆՅԱՆ

II. մ փ ււ փ ո ւ մ

Դիտարկված Լ երկ՚իաղ ի/ասն րրւ րղի (անսեղմեյի մաղնիաոկան 'եղուկի 
՚ւ ղաղային պղպջակների ) ր՚ւ/րակ շերտի չուրմամր ք) ե ր հարթակով՝ անհա- 
մասեււ մաղնիսակս/ն ղաշաի աոկայութ յան ղեպր/է/մ:

‘/•աղային պղպջակներով մաղն ի ւ/ակււ ւն Հեղուկի ճնշման // այղ հեղու­
կում ձայնի տարածմ ան արաղության համար ///ո այյվս/ծ են րանաձեեր։

^Ծանծաղ ջրի» տեոով/յս/ն մոտավորութ յամր, երր Re -^1. ստացված 
1.ն երկշափ հավասարումներ!

И
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