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ДВИЖЕНИЕ ТРЕЩИНЫ В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ
МАРТИРОСЯН А. Н.

В настоящей статье для общего случая упругой анизотропной сре­
дь: дается решение плоской задачи о распространяющейся полубеско- 
нечной трещины, на границах которого заданы нормальные импульсы. 
Соответствующая задача для изотропно։։ среды рассматривается ?։ 
[I] методом факторизации и сверток. В данной работе путем исполь­
зования факторизации основной функции, сделанной в [2. 3. 7]. полу­
чено в замкнутом виде решение на оси, направленной вдоль трещины; 
определены коэффициенты иитенснзвосги напряжений. Показано сов­
падение полученных формул с частным решением [3] для стоящей 
трещины. Получено также решение для заданного на трещине каса­
тельного импульса.

§1. Определение решения на продолжении трещины для приложен­
ного нормального импульса

Уравнения твиженпя для анизотропной упругой с ре ни в плоской 
задаче имеют вил [3]
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Здесь Сц— упру? не постоянные, ь—плотность среды.
При /=0 имеем нулевые начальные условия и=0, т»=0. На гра­

нице трещины имеет место (у=0)
Ъ=’֊('. х), -оо<^</(0 (1.2)

(/, х)=0, Х>/(Г); 3, =0. —CJ0<JC<<X5 
где /(/)—закон движения края трещины.

Согласно |1| вводятся трансформанты Лапласа по / и Фурье по 
координат-? х от компонент смешения по осям х и у

п/.. ^1— | и. -и ехр 
о
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սլ^՚=Հ I Հ/Հ, ^>.\բ|–47–Ն–+է5՚^(<7)|ք/<7 
ո=1 յ

(1.3)

Ոօյ€7ՋՈ^1«հ (1.3) ո (1.1).

յ.,=/
Ո ՇհՀո Ո ՚

էՎց)=\(1) յ–^)տ»–(–ճ7»1>–. Խ/,ժ2Հբ;

<72–(–1)ո/ձ(7) 1/2 
2ծՏ

(1.4)

Հ>Հ Հ^>Ժ>0, ճ=սծփմ2–ժ
ձԼ=/;( (1–(1) - ճ2>0, /< յ =ռձ– (Շ - Ժ )2>0

143 (1.2) Ո0/17։1«րՕ1 (|)7ք1է<11ԱՕ«8.1հՈՕ6 7ԲՈԾ»6««€

^չ/՜՚(տ, <7)=5//՚(տ, 7)յ4Ղ5» 7)

$ձ,՚(5» 7)=–^օ1^շ/7(^ <7)1
1/2

/<ր՚ (1.5)

/•■(տ,<7)=Շ0^.<7)1։ւ–։լշ^+^)՝՜1՛ ^տ.0 -1. 7֊՝օ° 
ւ/օ՜ . օժՀ«/<։ ,ո .Ք(5. 7)=–(ծտԴ/<մ/։)14 V 7՜ ՜ՌՏ 1և– 4(«֊Ժ)Տ=Հ^(Չ1

- + |ւ1յւ։)+/1<7։։1ւ11։+(ւ1շ~<7։։՜)(^։՜1՜112^

Ք.= – (Հոծ-ծ). 
/<:

Չ^^=ր+֊\^–^^ + ^–եՀ0\Ե–Յմ)\
V Ո-Ե (է։1Հ,

էՀՇ Բ(տ, քյ-ՓրՕւքԱէքՈ 93.10(1. Լհ1Չ40 11 110>10>«6ա16 1-0161Հ թՅՅ8678.16X11« 
Փյյա<աւՈ % ոց «օ.\ւո.ւ6ւ<շա>ւ.Հ ո40Ը«օօրո.\ 8 յյ8«ը»«օըո| օր շօօուօատ– 
Աոքր 7ոբ>րր«.\։ ոօշրօհաւաճ ււ37։16«օ ո |9ի

Ո0Շ.16 8Խ160թՅ 3618611 |Ն1, ^6ՈՀՕ 1104^։1«1՝հ (3)

տպտ,9)=5^,<7)տչփ.<7) (1.6)

5« (Տ, <7)=

ր. (Կ\ ք 1 ։(՚7 ^)+&(*) ՃԼ-1
/պ–)–6*Բ – յ ա Յշ($)+թ։(Ո ,.յճ1՛ 

1Հ7 ձ՜
$/«(<), /9(;) յւՅւօրշո Ս-4)» (1-3). ^6 $6061X8 տ– 1, 7–^–

Փ^»1<ԱՈՈ Տ^՛՝ 11 5^։–հ»3.1ՈՈ146Ը1<»6 Փ^^Ա™ €001X61X78611110 8 

^60X11611 11 1111>^(1611 80^1^ II ՕԸ 1< 06X11 Ո71ՕԸ1ՀՕ6Ո1 7* 1 106/1.6X31314 Փ)րՈ«Ա,1111 
օձր ղյւր 8 օսՀէօ |1|
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а^=^. а1_\ г,/.Г—7/Л-=0 (1։7)

где Vй и ^7 неизвестны. При этом г?(/, х) = ч> (/. х)/7|х—1(1) | : 
֊•и_(/. х)А/[/(/)֊х]. з(/, х) = 31(/,х)/7| х-/(/)| Ч-=֊(Л х)/7[/(Г)֊х|, 
//(х, единичная функция. Нетрудно заметить, что функция та­
кова, что указанная выше факторизация приводит к функциям 

1/5^, оригиналы которых удовлетворяют условиям

Р (I, х)=5' ((, X) =0 При Х<^С;Л
(1-8) 

Р_(/, х)=5_(/, х)=0 при х> — с#1
Подставляя (1.7) в (1.5) и учитывая (1.8). можно, как и в |1|, 

получить решение поставленной задачи в форме сверток по х, / 
т՛. )Н(1 -хфО), ■-.= ■■ Р **(5+»«_)77(х- /֊}0) (1.9)
Так как О±(1д'^) являются аналитическими функциями на всей плос­
кости /<?'$ за исключением точек, принадлежащих разрезам | . 1//д, 
-1/^|, с помощью интеграла Коши для неограниченной области 
имеем

1 1//л

Р\1 и )—;(/х)ех р(х( и)), /^(11)=—-'(ц )с х р( —•/.( н)) (1.10)

, . _ Зо(//)У/га—я 1 -4֊(^֊ К,//*)/#/?՜1/г/՜1—«* 3|(/х)
-{|(лДк՜«“)'1*՜’^ +а’(«։Дг Т(М) '1'1(ЛУ |}1;;

/(«)=—' 'Лп Ж № Ш

2тЛ „[ /?(■) ₽,(;)+М1) ;֊«
1 }га

?!՛(«)=—/՝3։(<7, $), 7 = 6==/; 8’(;/.) = —/^(<7, х), д=^!՝и, 5=1 

§2. Решение на оси для нормального импульса на границе трещины

Вычисление оригиналов 5, х), Рх(/, х) проводится так же,
как и в [ 11 и имеет вид

1 / <7
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Л

Для граничных значении на трещине в виде сосредоточенного 
импульса э. (/, л՜. ;)=-??(.¥-«)//(/-■:). можно получить нормаль­
ные напряжения вне трещины в виде (1.9). После вычисления ин­
тегралов |1) имеем

дг(/-/։֊(л--х։)а֊|/2)+

4֊ ( Г։(Л)’(/֊Ь-Л(а: 

ь/л՜

(2.3)

1 \'<1

и
^֊1(1^

I/(/,)<:« ֊1]֊'с\т
I V 4

г С/> 1

1֊ (Я։(«)/«-<г ■«) 
Г

(/и ' /7(Х,—/(/։))
Уп-Т . (х։֊5Р‘2

\Лхх(И

г=(/։-х)(.г,֊г) >

Полученные формулы по форме совпадают с [1| или со случаем изо­
тропной среды, только функции Г) даются (1.6). Вычисление интег­
ралов по х։, Г, даст

ДМ /, т, Л*. г
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1֊^'/ Л^(£о- I//а)
1-4/ / (л-/)(/-։,) л—;

(2-4)

л?=Ф(Л.. сА.’)֊а|/ н(сй՝ ֊ /.„) 
' <-.? — 'о3 Л'—;

>Д ■/.„>

.V» = Л'3ч г.р1( т) (4֊

т=—.’ 1=11‘с)’ 1-‘,=Цх-1<М)X ■ ► _с

Полученная формула несколько отличается от [I] последним слагае­
мым Л™ не влияющим на концентрацию напряжений.

Учитывая, что при х—/(/), /0—/ и —————1-А/(/)» можно из

(2.4) получить коэффициент интенсивности напряжений

У7 2 1— ^’ЛО— ,-А— ) г- ֊;
ДА'?

а֊^

Иш I /’ДЛ) 
л—КО « 0 •’ 

ц 1/*
1֊֊4/(/0)

VI-'
(2.5)

г(0=1֊4
’ ь0

1/4

- —1---- I/ ------ 7 .'^• — «1 и—£0

На.-а֊^)

1//4

/=«0./ \—и1 1—\

§3. Сравнение с решением, полученным методом Винсра-Хопфа

В случае /(/)=0, рассмотренном в 12, 3], также найдено значе 
пне Зу в виде
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или

р
2?

с„1—1д!5
1/2___ 1±
У Уа $

1 /7? \ Г Р-(,)Л~1.уя
ЬЛ1 (^։֊^)(-֊^/5)

1 /а

е**а-

. ,;!/>Ф)Р;'(г.)Л-1Уа(с;/-7;)
(^'-=)(:֊>!>Л-1/^

1 /и

(1֊

Р
’у=~֊т: 1//

д1
1՛ Д-ь(-/х-Ь/0(^1

)(՜—.

1/^
| ^:><У1/а) а: а- / 

Т.= —

Р
=>՛ = -^7

д
д։ ’

х

где Г>+> В-\ Л։, Л даются формулами (1.10), (2.2) и верхний предел 

по ■։ выбран т<1 = -—^/—-7=1. поскольку вне пего интеграл равен 

нулю.
Подставляя значение 1)+ из (1.10) и вычисляя двухкратные ин­

тегралы, получим
Р О I, 0, А՞, ;» -?= 

/а
где >н=До, /(/о)=О, Л'(/, 0, а, 1//д) даются формулой (2.4). Второй 
интеграл дает

г. д! к /֊;л- Г

_________ 1/« _
а>'л I/ ъ'-а-1'' Г г1 \ /-֊//(1^-,,)
» ։ ' с5'-’11 •' ''') (х—^Ух

1/а
1У ? 1/7 _____________

х 1՜ А։(^)<Л 1՛ Л։(«)/(н-1 ’УаКч-^ч : «-։-х(и#)’-։1 а | -------|---------------------------------------------------- -------
1 /7 *՜1 ’ а (с^1—м)(7’—и) и4--֊-(/-7А՞) |

_ ։ у<г _____ ______ I \г <( ,_ 
Е/-С • /-У-)) •-•<.(^֊^1)^ , Л(Ц)^А/(!У^-т„) .

Гх/х(х-5).’ >Л'1-։ ,/7(^А !-)(Г—•) _ Их-г-^и'/х
з» 1 у а
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/ I \ . Е
Ь/аМ.-Т) V'

1.’/^
•!-—.(7’֊а֊»/2)Л(Т)| — 

х-с (•-
1//л

что совпадает с значением оу на ох, определяемой формулой (2.4)
после упрощений. Окончательно из (3.2) получите значение вбли­
зи вершины трещины х = 0

где в скобках второй и третий члены равны нулю при прохождении 
через вершину трещины волны х=сА4 и продольной волны х=/а /, 
что совпадает с (2.5) при /(/)*=0, ’=0. Таким образом показано, что 
формула для коэффициента интенсивности напряжений [2,3] может 
быть приведена к более удобной записи, полученной в |1| для изо­
тропной упругой среды.

,$* 4. Случай касательного импульса

Граничные данные при у=0 имеют вид
о.„=;° (/, т, д', ()=-(МлЧ)/У(/-:), Х</(/)

и —0, д->/(/); Зу=0, —ос<^л<^оо (4.1)
Решение уравнений (1.1) пишется в виде (1.3) и для

11^=11^-] ц^, «^=-^’4--£/, —֊ 0

получится уравнение
</)=$'-'($. ц) 3^(5, д)

С г~д)=- I аЬ — £)+ • • 8^ м 2)О •Ь՝' г \ /

■5А'(з. ----- —0.^15).
Л 5 I \5/

Вводя аналогично § 1 преобразованные значения и^’д/з), можно 
найти
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Чх
1 н(к - 1 \ С — Ли, ///_1___ _/_\1 I
2 \х /7/ .1 (1и\ //их и \г7/ Л-/.1

1?/«
177

• - 
дх

л
^.(А) = 1՜

.' </«\1 1/|г/ „
ап

} ■ /I-и
1 К«

Значение (Л т, х, ;) на оси

+ Г
Ди- ь/сГ 

1 /е2

х имеет над

Р։ ________
СЪ(П п 1= Г -\/^Г'~Ч , „I 1 \ т *~Х/’։»= ------  I/ ---------- ин Н ( ֊7= ~/?, ). 7=-----\} (I ?7 х—■

1 /а

/-/0 = А(х-/). /-0= /=/(/<>)

§ 5 Нахождение коэффициента интенсивности напряжений в слу­
чае касательного импульса

При х—/(?) из (4.4) получится
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Ilm /2r(x-Z)afV=Q 1/=■■ °R—- H(L0-a֊ '^) 
х-МО+о 4х - //-t /\-id֊W

(5.1)

t*(I- i)
^=(*-x)/(M)» M(O

Для Z(/)=0, t=0 в [3| получена формула

Jim f 2^ ’Ж, = Q j/4 //(/.„-a-1") (5.2)

что следует из (5.1).
Для произвольной нагрузки ау==о_(/, л*) напряжение на про­

должении полубесконечной трещины получается из решения (2.4) 
путем суперпозиции (Р=1)

«■ мо
«+(Л .։) = = J I х> i)d,di (5 3j

— «■ —О
Более простым способом, чем сделано в 111. можно подставить (2-5) 
в (5.3) и получить формулу

Ihn /2г.(х-1)։ =1/ 4 К(/)(֊4+4+4) (5.4)

/ . . Vfrf по
Jj= Л= | ^j(«) I <('-•»

l-tyä \rfä “°
t/ä *

J„=ß}rc-'—a }ri । («г-1—/)-1// | l+~Cf<—u)d-du
tcR -o

/=/(f), <(t, (T, =) при b=gfc)

В частости, для а _=—/V7(—х)//(/) из (5.4) получится

Hui /2^- = .=2pl' Г ■■-O-(O), /)4(0)=^(26fai - —)
■o-r» F -/a c \ il /

что для изотропной среды совпадает с решением [ 10] с вычислением 
интеграла Щ(0). Если з =«= ֊Рб(д-) /•/(/), то получится формула
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(2.5) при ^=;=0 и при 1<^Сц, g=\. что в изотропном случае получе­
но в работе 16|. В случае касательной нагрузки = .=•:_ (/. л։) анало­
гично (5.4) получится (Q=l)

“V (5֊5)

у֊-Н ՛-т? • 9А Л= J Wu J ' - С
1-tY d l/f а

fVJ >.
J,=/y/c~«-J՜^՜ | du | (c;.‘u—/)~:/‘ x_(-, l+ic„—u)d-. 

J J 
“R ü

■ ,,=Д^. F.(»J=U-^ f
y</-r ’ J I «-»

J/fu
При x_ = — QH( — X)H(t) можно из (5.5) получить

Ilm /Ййл =2Ql/*Ci (0) =2<>/------- ------------ —-Y'՜
л-1» Г -Ü k֊(2MI ab+Lb)' - )

что другим путем получено в [4|.
Если -—(t, .t)=— QS(a)A/(/). т<» получится формула (5.1) при 

•==Ь=0 и для /<сЛ/, £։(Л=1.
Автор благодарит Л. Г. Баглоева за ценные советы.

THE MOTION OF CUT IN ANISOTROPIC MEDIUM

A. N. MARTIROSSIAN

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՃԱՔԻ ՏԱՐԱԵՈԻՄԸ

Ա. Ն. ՄԱՐՏԻՐՈՍ5ԱՆ

II. մ փ n փ n I մ

5/»։/«»։/ Լ կիսաանվերւ ճաքի եզրին կիրսէովաձ նորմէպ և շոշափւէղ իմ - 
>ւր։ւլ։ւն հրի էքհրսւրերյաէ խնդրի լուռում ր ւսՆիդոէորոպ ւէէէւաձդակսՀհ միհա՝ 
՚1.,է,11՚Ւ •ււէմար, երր ճարի ւքազսփր շարժվում Լ կամայական ^րևնրախ ճա- 
1'1' շարժման արյր/ուք} յամր ուղղված աոանցրի վրա հաշվված են յարում֊ 
նհյւրւ ք1 հոն ավորմ ան մասնավոր ղեսյրէ.րի և կամայական ն։յրայի}< պայ֊ 
մւսննհ ր ի Համար որէւշված են յարւէւմնեյվւ իՆտհնսիվութ յան էյործակիյյՆերրւ 
էհոսւրւ/ած այւղյանրնհ/ւր Համեմատված են անիէրւտրոպ և իդոտ րոպ մի֊ 
ջաՎսւյրիրի Համար նախօրոք/ ստայյված աողյունրների Հետւ
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