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В работе, исходя из общих нелинейных уравнений возмущенного сос­
тояния, выведены линеаризованные уравнения устойчивости магнито- 
мягкой сферической оболочки в ՛.тонармом неоднородном магнитном 
поле. На основе лих уравнений исследуется поведение оболочки в на­
чальном однородном магнитном поле. У< такоплена возможность по­
при устойчивости возмущенного состояния. Получена формула для 
определения критического значения напряженности внешнего магнит­
ного поля.

/ Пусть изотропная замкнутая сферическая оболочка толщины 2Л 
и радиуса срединной поверхности А\ изготовленная из магннтомягко- 
го материала, находится в стационарном неоднородном магнитном по­

ле //о. Упругие свойства материала обол о чкн характеризуются модулем 
упругости Е, коэффициентом Пуассона v ։ плотностью р. Электромаг­
нитные свойства среды, окружающей оболочку, эквивалентны свойствам 
вакуума. Ортогональная система координат (а , а2, выбирается так, 
что срединная поверхность оболочки отнесена к сферическим коорди­
натам «i. «г (<։։—полярный угол, а-.—азимутальный). а <ъ направлена 
по нормали к срединной поверхности.

В отношении тонкой оболочки считается справедливым гипотеза 
недеформнруемых нормалей. Принимаем л. что силы, которыми маг­
нитное поле действует на токи проводимости, пренебрежимо малы по 
сравнению с силой, обусловленной намагниченностью материала обо­
лочки [1. 2].

Известно, что при помещении ферромагнитного тела в магнитное 
поле происходит намагничивание материала. приводящее к изменению 
напряженности магнитного поля во всем пространстве Эти изменение 

приводит к наложению на начальное поле //0 магнитного 

поля //°. создаваемою намагничиванием тела Поэтому невозмущенное 

магнитное поле /7=// -,4-//° должно удовлетворять следующим уравне­
ниям магнитостатики:

rottf—O. dlvZ?=O ПЛ)

где /7—вектор магнитной индукции. В вакууме векторы В и // свя-
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заны соотношением Ö=i՛ fl. а в магнитном материале- В = ц0(А/-*-Л!), 
где Л1—вектор намагниченности, р;—универсальная постоянная. Для 
магиито.мягких ферромагнитных материален с линейной характеристи­

кой [I. 2] Af = /// или ß=p,pr//, где /—магнитная восприимчивость, 
[•-, - / + 1—относительная магнитная проницаемость материала обо­
лочки. На основе зтой модели ферромагнетизма ненозмушениос маг­
нитное поле определяется из решения следующей задачи магнитоста­
тики:

ro1/7 = 0. div/?=0,
г—

(ДОО—ДОО] . л*е, 0. |/}<0 А/<*>|хло«О при r£S (1.2)

где п0- единичный вектор внешней нормали к нсдеформированноЙ по­

верхности 5 тела, г -радиус-вектор рассматриваемой точки, индекс 
«/> обозначает принадлежность к внутренней области (пространство, 
занимаемое оболочкой), а индекс «։■-՛֊-< внешней области (прооран- 
ство вне оболочки).

Вследствие того, что магнитна« проницаемость материала оболоч­
ки и,отлична от единицы на поверхности оболочки компоненты
тензора напряжений Максвелла претерпевают разрыв Этими разрыва­

ми обусловлено появление магнитного давления Ль определяемого фор­
мулой

РО==|7*'>-7М] л0 (1.3)

где Р—тензор напряжений Максвелла невозмушейного состоянии

в (1.4)

'чп — символ Кронекера.

Под действием нагружн Р- ь оболочке устанавливается начальное 
невозмушениое состояние, характеризующееся вектором перемещений 
«о и тензором упругих напряжений т°. Исходное состояние оболочки, 
как обычно, определяется из линейных уравнении теории упругости 
при поверхностных условиях, написанных бс - учета деформаций по­
верхностей. ограничивающих оболочку. Тогда характеристики новое* 
мушенного состояния будут определяться и . следующих уравнений 
равновесия и граничных условий на поверхности 5:

dIv?-0 (1.5)

з°«лв-Р0 при (1.6)

Характеристики возмущенного состояния (н0 и. Ро |

// |-Л) должны удовлетворять нелинейным уравнениям и граничным 
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условиям на деформированном поверхности оболочки Принимая воз­
мущения малыми, зтн уравнения и граничные условия, аналогично 
работам [3. 4]. линеаризуются. В результате получаются следующие 
линейные уравнения возмущенного состояния:

в области, занимаемой оболочкой

Шу |о|—р^֊ =0 (1.7)
01'

но псом пространстве

го1/;=0. 01ей=0 (1.8)

Решения уравнений (1.7) и (!.») свяаны следующими линеарню
Ванными условиями на поверхностях о; Л оболочки:

з|/Г (1.9)

] |р,//со-//*(Н|(Гм)- «'т|?//7<'»֊/М|} • О (1.10)

{Л<‘> А<е> . |//0‘-/7«»|(г«?.. »-//<"]) ло«0 (1.11)

Здесь
3=-֊֊• га-Н?а)*| (1.12)

• В (1.13)

где единичный тензор, у—набла-оператор Гэмильтона, (ум)*— 

транспонированный тензор уп, Т—тензор н/. пряжений Максвелла воз­
мущенного состояния.

2. Пусть для рассматриваемой оболочки справедливы гипотеза 
КцфХгофа-Лявя и допущение Кармана относительно углов поворота 
2«» = го(то есть принимается, что справедливы следующие прибли­
женные соотношения:

где՝ н(«|, а3,/), г»(аг э., /). а>( ?։, -искомы»? тангенциальные и нор­
мальные перемещения точек средний>й поверхности оболочки, п։.

п.։—перемещения произвольной точки оболочки. Л։—/?, .1: = /?з։пз։— 
коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности 
оболочки.

В силу (2.1) условия (1.10), (1.11) принимают следующий вид 
на поверхностях Л
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Иг А. <?а.
•1/ — 1 1 д ч :-----------  — (//^.)

14 . ։։

/И'>„ I —1_
Иг ■ Рг АЛА։

Подставляя (1.12) и (2.1)

-(ДОА.®) г — (Н^А^п) 
(?а1 5 “

(2.2)

в (17) и передняя полученные при этом
уравнении по толщине оболочки, с учетом поверхностных условий (1.9) 
и (2.2) получим следующую систему дифференциал иных уравнений ус 
то й чи вое г ։ I обол очки:

1Г^_

а-л
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№

. I -■

Н-у
R

/г

з/г*
(△֊М -.)(Л | 2)а'-- р(1 —>’) д2ы

7? д'™ . г; / [ д2™
2£7/ [а; а»; г \--г

/ о" и?
\д-ххд}.г
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А2 дУц 2£7/:ч

/ун-ди- ДО /^}

/7.ен (/
X (де-^)4 ֊֊֊ ^֊(/7и^)
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()/2

д
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Здесь

0=ТТ'[г(Л’“)+Г(л*11’)1 + ТЛ։Д2 Ь<7Я1 0/2 ] /?

д  R- /Л, д \ (А՝
Д։Л։ ^?։ \Л։ <Ь։/ <Ь,\Л2 дл2/

'Ц, ту, $° —усилия, характеризующие начальное невозмущенное 
состояние оболочки, индексами «(•», «— > отмечены значения соот­
ветствующих величин на поверхностях оболочки.

Рассматривая систему уравнений (2.3), замечаем, что она нс зам­
кнута. В нее входят неизвестные «раничныс значения составляющих 
индуцированного магнитного поля и Л('}՜ на поверхностях обо­
лочки. Введением потенциальных функций Ф(/) и Ф(г> посредством

ЛО>=<ггас|ф(о, Л(*)=^га<1Ф1',) (2.4)

задачу определения возмущенного магнитного поля, согласно (1.8) и 
(2.2), приводим к решению уравнений

Д։фЮ=0, Д1Ф<*)=0

с условиями на поверхностях а3= к

р/ дг у.г дг

+ ֊ ֊г1;֊
иг Л։/12 <Ъ.։ дг2

(2.5)

(2.6)

где А|—трехмерный оператор Лапласа и сферической системе коорди­
нат.

Найдя решения уравнений (2.5), удовлетворяя граничным усло­
виям (2.6). а также условиям затухания возмущений на бесконечности 
и ограниченности их в области а3<—Л, определим потенциалы воз­
мущенного магнитного поля и Ф<г>

ф(0^< у ‘
-։<=-0| \R-hJ '\/?4֊«а/ Лг|(с.о$а,)со8т122

ф(‘‘)= У У
Е֊л т,-о

» Е
ф(О= у у

՛, -и

^.(СОЗа^СОЗг^

/■’л/СОЗа^СОЗт.Я;.
\R—к /

при

при «з< -Л (2.7)

Здесь Р;,(созз1) присоединенные функции Лежандра.
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/?+// jv iv If fv
i-Д*! 4._Ь_Ь_.
IV IV (/?• A)' ՜1’I

W _ <;-i 1)(|ч- 1 )>•*•” ; _ 1-iv 4.֊ 
|V Hr J I 1 |V (2.8)

Hr I IV A*

Pr,( cos-j )cos-/ia;</?.//aj

H<*> wPt,. (cosa։) cos /,՝։2si lift jd ft։i/«s

Г:,|2 = 2~g՛- ILL^IL « — I2 ,lP” 75=0
4 11 2c-H (5-Tj)f 1՛ 1 при q>0

Подставляя (2.4) в > иегему (2.3) с учетом (2.7) и (2.8). получим 
замкнутую двумерную систему разрешающих интегро-дифференциаль­
ных уравнений устойчивости относительно искомых функции и. v, w. 
Ее решен ня дол жны удовлетворять 
условиям непрерывности и одно­
значности на сфере.

3. На основе полученной сис­
темы рассмотрим задачу статичес­
кой устойчивости магнитомягкой 
сферической оболочки в однород­
ном магнитном поле с напряжен­

ностью /70 (фиг. I)

• е։—cos«։ • с3)

//0=const (3.1) *

где (?/—единичные векторы по на­
правлениям «<(/=!, 2, 3).

Невдзмутениое магнитное поле определяется из решения задачи 
(1.2). и имеет вид
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^1^(со§«х • е3—з1п71 • ех) при »><—Л
-Ч

/7-=_л/„ ( /^±у с0։։1. ;։ _ (32)
֊11 (Н2^-1)(1->’)/^у ։|п։1.--| прн аз>/,1 -Ч \К±*9/ I

где Д0=2(р, 1)5л3-(2|1г- |)(цг4-2).
Подставляя (3.2) в (1.3) и (1.4), находим следующие значения 

для поверхностных сил, действующих на оболочку в нсвозмущенном 
Состоянии:

I (|МЧС08*а։ }ф1п3ах)//а при «9=Л 
‘ О—-/о I —

I 9и.,(соб‘э1х 4-’АГ51։гах)//0 при аа=—Л
(3.3)

Здесь
1Ч=1-:֊2И,+*Л։-!>,). и,=1 -2։1г+,..1)/7՜ 

“ О

В исходную систему (2.3) входят неизвестные усилия 7?. Т\ и 5° 
нсво:;мущенного состояния. Их определяем. решая задачу (1.5) — (1.6), 
Принимая невоямущеннос состояние оболочки безмоментным и осрсд- 
няя уравнение (1.5) по толщине оболочки, с учетом (1.6) я (3.3) для 
опр деления указанных нон постных усилий получим следующие урав­
нения:

±(Д։7?) ^?7»4.Д,^=О
дх 1 <?7Х О’х.

— (.4,7?) - —(.4.5») , 5?=0
д'^2 ‘ 0-3 5

7?֊Т֊Г5 1 /гМ2\г л2
« -№ Л“\л77 +тл» 

где р=р,(р3-9), 7=(и-—9р,)/р.
Решение уравнении (3.4) имеет вид

(3.4)

Подстановкой (3.5). (3.2) п систему (2.3) с учетом (2.4), (2.7) и 
исключением неизвестных и и г՛ рассматриваемая задача устойчивос- 
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ти сводится к исследованию следующего интегро-дифференциального 
уравнения относительно нормального перемещения ад:

[««р-НГ-НЮ 
ЕН \3/?2 /М|\<?«։/

ЗЛг дА^дгг I 3 /дАЛг ’ ։ А| о֊ад 5.-% ОА* дю , 
Л; дл։ ' | л?\д’4 / ] ' ^а? д*։ (3,6)

' ! 1-Ьп, |л։ д*՝ А։ д7л

№ 
1֊^

14-±/^У ад!-^- 
и֊«1 / I 4/‘?Л (Д -I- 1 ֊4 Лад-{-

Аг, и-ю ЗА|
<Д2 ^Г“2А| = 0

где введены обозначения

/г= У V ЛгЛ>,(СО5Л։)СО$^8, '>2=---------------ЙгА. ՛ Л 1 Зе֊/-)«"
։>' Е -■

Ф=2^ У Ф^тРоХсаЗЯ^СОЗ^, 7։~!1ЛУ'1г—Р1!1а) 
Г-։ “о

Л, =1^(5 1)«։:- Зсрк4-•,'։]/£' (3:Лг?2՜:—Ио'Ч-)/^’

Ф; =| («4-1)(«ЗЕ + Н։^),с114-3:'։14:-^9рг]/.}-) 4-(и,1ц:-р։а..)/д> 
2г. г.

1 |՛ г д / АН \
^’,= РЧ։.' .1 <3-7)

6 о

I |- Г±^? 
и>гг.) а։ д..

о о 
адР; и (с о §Я1)со5 ’ па։ 1,1 ՝{։

-У. Решение уравнения (3.6) представим в виде разложения

СО8^а2, (Х-<л, /=2, 3, . . .) (4.1)
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где то“—неизвестные коэффициенты. /\*(х) —присоединенные функции 
Лежандра.

Подставляя (4.1) в уравнение (3.6) и используя обычный процесс 
ортогонализация, после некоторых преобразований приходим к следую­
щей бесконечной системе алгебраических уравнений относительно

- V (т=1, Н֊!, I2............!г^п) (4.2)

где

р/< 1։ч—1-Г'

*<?. ֊ '֊  ̂I . = I л»г„,.„+։ | (4.3)
р/?л кт— I г7

В (4.3) йт—частота собственных колебаний оболочки и вакууме 
при отсутствии магнитного поля, <՛,; символы Кронекера

8"’ 1
-Т)(2;.„-4=) - (6—()/..- 1,5/г--(■;-г5)|+ —1 (34;-2) +Й« 

и

■•՝«=֊ (Я%Х֊|)~1)!1 • °“-2л~2)( 1-т) +
_ 8(1 1 ,')("-2)1/г-|(”-Р | 8-;х | 

х«֊1 -> : н I йя

(«-.тк«-*г2)г ।. , 
8(2« • 1)(2«֊|֊3) Г’ 1,1

, 8(1 ^)(«+3)!Л-!֊■;(«+2)1 , 8п|_ рга
' , II 1 1 А-МЛя—1 -•* И I

1 . п'_ ьг

+ (''-*-'~1)(''-*+1) 1(д :.2)(,л + йл]1
2«4-3 I

В^={Г! 'г}(и !г ]}(пак-М> #];> = 1 У-г--- * 2)I(/?ф 1 )Ьп-(1п 1
кп 4/г-1 " 1)(2л 31

1 I. . , ... (п— 1)(рг— 1)/ 3)1Д«Л=— 1«Р։ |-(Л- 1)!1з1 ---------- ;------- (։х«+з~)—
I рДя \ АЛ /

\ /\ /•"' 71 Нг
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_Л+1+«±2.уИ։+з^\ н Щ-М
\ У-г /\ 'l.n+2J ) ц.

!(«֊։)(!‘,-3) I(п -1 - ֊VЛИ1 _
±2п ( J \ Уг '\ !-п ./

■ '■^гг(3"-3 ֊Th)]-!(«-։b + «!‘,l|6>-—Узв-з-^4. \ A« 7J |\ JV /\ к*-՝)

Hr

</„=—.1(«+2)(|։,-Рг) /л-х2-^±-1|/з„ 3+!5£L2M +
Al/» I \ Rr / \ t.n 1 /

4-1)(и,-| )"՛"■/, .3^3\1+|(д+2)^+3(я I/ ։
Hr \ л / I \

+^)(„t2,,_»S)+<±»F0(։.+s.
+ (1-М1(л+2)нН9|

= ֊֊-------(n-\- -* W-g-LU
(i—М'-я~։ \ Hr A Hr / Hr

для=------ -------- Л/ 1 4 - 2 .
(I W"’*\ Hr A Hr /

Условием существования нетривиального решения системы (4.2) 
является равен., iво н\.тю следующего бесконечного определителя:

|°гля ֊ £/ил|—0 (-4.5)
где c,nn—-b^\i^IK^n.

В силу (4.3) и (4.4) легко заметить, что бесконечный определи­
тель, входящий в уравнение (4.5), относится к классу сходящихся 
(нормальных) определи тел с й.

Из уравнения (4.5) в первом приближении (//=.'«=/) для крити­
ческого значения внешнего магнитного поля, при котором оболочка 
теряет статическую устойчивость, получим следующую формулу:

ношениях Л//<.

'1абЛ1щ< /7 ՝ | / 2£Л(/«-2) 1 . г;=(/.я -1 )2

2k, R k п пИпА/оДЮ’кА у. 
(fc./։)

3 1
(llr— 1 ) - 1А г, •՛ ,ч— 1 -֊ >

В таблице для оболочки, изготов- 
ленной из железонпкелевого сплава 
(пермаллой 68: никеля 68 %, железа 
32 %), 1ля которого а =2,5 • 104. при­
ведены. минимальные значения //04; по 
числам волн п и /г при различных от-

1 50
1 loo
1 250
1 50՛)
1 1000

13
18
29
41
58

13 
18
29
41
58

3>2417 
Ы553 
0-2959 
0.1053 
0.0387
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STABILITY OF WEAK-FERROMAGNETIC SPHERICAL SHELL IN 
THE UNIFORM MAGNETIC FIELD

P. A. AfKRTCHl AN

ՀԱՄԱՍԵՌ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ ՄԱԳՆԻՍ ԱՊ ԵՍ ՓԱՓՈՒԿ 
ԳՆԴԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԿԱՑՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՍ

Պ. >. ւրհՐՏՋՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Ելնելով դրղովար) վիճակի ընդհանուր ոչ գծային Հ ավաււարումն ևրի ց, 
ստացված են մսէդնիսասլև» փափուկ գնդային թաղանթի դծայնայյվ ած կա­
յունության Հավասարումները ստացիոնար անհամ ասևէէ մագնիսական' դաչ՝ 
ւոում: Դրանց Հիման վրա ՚ ե ա ա րլոտված I, թաղանթի վարրը ս կղրնական 

■ ամ աոեո մագնիսական դաշտում հ փաստված կ կայունությունը կորցնելու 
Հնարավորու թ յունր:

Ստացված ք; բանաձև' արտաբին մագնիսական դաշտի լա րվածոէթյան 
կրիտիկական արմերի որոշմ ան Համար:
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