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КОЛЕБАНИЯ ОБОЛОЧЕК С ЖИДКОСТЬЮ. БЛИЗКИХ К 
ОСЕСИММЕТРИЧНЫМ

ЛАМПЕР P Е. ЛЕВИН В. Е.

В конструкцию летательного аппарата могут входить упругие 
тонкостенные баки-оболочки. Для расчета пх колебании используются 
различные методы, схемы которых основаны на допущении об осевой 
симметрии оболочек. Это позволяет провести решения <՛ разделением 
переменных.

Назначение конструкции бака иля технология изготовления мо­
гут вызнать сознательное или случайное отступление о՜ некоторой 
исходной формы при сохранении упругих параметров исходной обо­
лочки.

Рассмотрим частично заполненную жидкостью оболочку 5» под­
крепленную шпангоутами. Предположим, что она мало отличается 
от осесимметричной «основной» оболочки 5С„ имеющей одинаковые 
с S жесткостные характеристики Для срединных поверхностей обо­
лочек используем тс же обозначения. Отличие оболочки S от 50 
можно считать начальной неправильностью.

Сформулируем задачу о колебаниях бака S, отнеся его к об- 
лап и. занимаемой о ионным баком. Пренебрежем .массой сухого бака 
и энергией волнообразования на свободной поверхности жидкости.

/. Поверхность вращения S„ отнесем к цилиндрическим коорди­
натам z, г, 0 и параметризуем главными координатами *։ = s, o.s=fi 
(х длина меридиана. fi—окружная координата). Между поверхностя­
ми 5 и 5’(| установим взаимнооднозначное соответствие

r(s, 0) = r0(s, а)фиС’(х, U) (1.1)

где г(.у, >»), г0(\, il)—радиусы-векторы поверхностей 5 и 50: C'(s, fi)֊ 
вектор начальной неправильности оболочки 50, г малый параметр.

В силу (1.1) поверхность 5 также параметризована координа­
тами х, fi. Такой способ параметризации (метод фиктивной деформа­
ции! применен к пластинам и оболочкам в работах [I. 2].

По выражению радиуса-вектора П.1) можно вычислить компо­
ненты метрических тензоров повсрхиоги» S и символы Кристоффеля, 
а затем развернуть тензорные соотношения выбранного варианта тео­
рии оболочек применительно к оболочке 5. Можно тенстяовать и 
иначе. Радиус-вектор оболочки 5 после деформации запишем в ана­
логичной (1.1) форме
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г*(5, 9)=г(х, Э)-|-И($, ») (1.2)

где и(з, Н) —вектор упругого перемещения оболочки 5.

Векторы и(з, <>) и й(з, 0) разложим на компоненты по единич­

ных։ ортогональным векторам 1$, /а, /„ локального базиса основной 
оболочки $0.

4/(5. а)=^(5, 0)/;+1/(5, &)Ь+11/(5, ։))4;

п(5, И)=//(5։ 0)/,Д-^($։ 0)/а-|-ад($, »)/я

Компоненты первой и второй квадратичных форм недеформи- 
рованной и деформированной оболочек определяются яо формулам

дг дг д1г - 4 дг* дгЪ .. д*г* —Л
Яи=-г— ——। ь?.7=—-------------- , --------- 11

д*' д<1‘дад 1 дл{ дзд “

где л—внешняя нормаль к поверхности, значком (*) снабжены па­
раметры деформированной оболочки. Компоненты тензоров танген­
циальной и изгибной деформации оболочки 5 будут

2«// == а’у-Но, Ъц

При сохранении первых степеней р для малых деформаций по 
лучим выражения

+/֊’ (е^-Н^,), £, = г'-'֊2 (1.3)

Введем обозначения V, ■!£>),
ны «•//(«, V, о») определяются формулами

е^—е^и.У, Н7). Величи -

ди , «»
<?..=------ —

1 ди соз/
— —--------- <’22 =

Г (/3 г

дг 
е'‘̂  Ъ' ^и=Т- дз

дю и
(1.4)

г R,
1 ди՛ V

е,‘~~ 581 ■ 
Г

где главные радиусы кривизны поверхности 50; /—угол между 
внешней нормалью к $с и отрицательным направлением оси г. Через 
(1.1) параметры в формулах (1.3) определяются так:

«и=*1Р 2м=^и4+^зе?2+е1а^?з

5И=“ ֊ (г»4+ ^21+^24֊ф?22-г^з4+ )

£24=^2»՛ 1 е'ие\ч

о _^«3 о ^։։ О _ 1 ^еи
ги— а г» ’ •■*»։ л п > ^22“ 77 ՛ г.дз /?։ дз R ь г дЬ г Ri

ао _ __ е^е<\з __ '1е\\ яП
Ги= /?х 14 ։3

(1.5)

е
” дз -3 ^7
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1(^12 ^23^13 I [(^22 Н^ еи)е93

собу 1 де?. 1 л де,, 1 де^ 1 л де,*_|_ р д^о р ।___ 2_____ е ___Ц____ рО __ Ц____р __ “____ рО ——-г еие21 . ^Зе21 ] г г е։з г е,3 г ,.3 г 4?23

И-22 — (г'13ен '^234’2з) у^՜ 4՜ 1(^22 ^11)^1՛: ’ ^|1)^։з (^12 **21)^з

л , . соб/. 1 де?.. 1 л де& 1 де?., 1 . де22
-(б'124 ^)^з1 г ~ 7 6'п-^- - 7е։з - > *23-77 ՛ — <՝3 77

Результаты двух подходов к вычислению компонентов тензоров 
деформаций совпадают.

Энергию деформации оболочки при известных юпупюниях мож­
но выразить через деформации ес срединной поверхности (например, 
13])

П=-֊ | 1№>(-^)|/^а։^а3

5.
где

5՝а’; = ——- [>«“?'«| /2։7 ( 1 - /)£в: ] 
1 —. ■иЗ

а1^ —контраварнаптные компоненты первого метрического тензора 
поверхности .$՝; коэффициент Пуассона; Е—модуль упругости ма­
териала оболочки; /7—толщина оболочки. (' учетом (1.5) энергию де­
формации оболочки с неправильностью можно представить в виде 
основного слагаемого и малого добавка:

П=П0-|-иЛП (1.6)
где

п“= 1'[|<+2-=п^+4..+20-Кг1^

«I
ЕР

24(1->‘)
| | 1?п 2у?и?м -2(1—

АП֊֊ ~~- 1՜ 1՝ I 2’11’?,-г2։։,в?.^2>«„։?։-т2>ея.«?1+

+4(1 ■.)е1։=-«, 4в1։(еигЧ>(4- 4>֊2(>—')4(«?1^4)~

-2-п'֊г։(4 4> -: 4(4-34) 4«.-34)1«М֊
₽*ЛЗ • /•

+ ) |2?“^ ՛ 2?«^ - 2"^>}

■У*
54



+4(14-)?„%֊4?и(?„ Ш(4+4)-2('-')։։?,(4֊4) ֊

-2'?..3։.(«?, + е?г)+??|(4-3<1)֊^(е?,-3^)Н^»

В рамках аналогичной схемы записывается и энергия деформа­
ций первоначально кольцевого шпангоута, претерпевающего вместе с 
оболочкой Л'о фиктивную деформацию. Примем допущение о том, что 
ось шпангоута совпадает с линией его контакта с оболочкой. Упругие 
деформации оси шпангоута г, изменение ого кривизн в направлении 
меридиана и нормали х^, /.п и кручени*՝ можно представить в 
подобной (1.3) форме с выделением слагаемых, в которые р входят 
в первой степени

2 = 5, ре«. х, = х,4֊рх?, = хя+р*2.
где

■ — ^32 7.,

*4.

0-—__
4 г

<М. п де^ дА Л де22 дё" л де2л
* ___ .. />о - е __-Д-е° __- \-е ___________ __х13 д» 13 д!) ” 1 -3 д» 22 д» + д» 1

-։ ^»(<) т 4)со$х г^3епС05х-{֊^л(4 Н^соз/ ~<-'։эф}пх 4?,։ф1пх |

1 
” = — ■'» г

деп , де?„ де^ деЧ,. де2, 
егз ди 13 дн ди 21 д» 22 д» 22

- ^п(^?։-ге??)я1п7— <?иф։(п/ фл2^п/—^?3со$/-с’231

(1 . ___
«л

I <^»3 А ^91 ^11 ^11 А «М»

| д» 41 д& 1 “ 2-’) д» П сН) 13 <?» 13

де։з де(' дег'
-^7^- -,77^2 -֊<ъф1п7 ~24(г2։со57-£?2։51пх)

Энергия деформаций шпангоута приводится к виду, аналогично­
му (1.6).

В форме (1.6) можно записать и энергию деформаций упругой 
опоры, распределенной по длине пшащоута.

2. Обозначим свободную поверхность жидкости в бакс 50 через 
/'0. Считаем, что бак 5 заполнен такой же жидкостью и ее свобод­
ная поверхность Л лежит в одной плоскости с поверхностью /%. 
Пусть движения жидкости описываются потенциалом перемещений ч>. 
Граничное условие, выражающее требование совместности нормаль­
ных перемещений оболочки 5 и жидкости, перенесем на смоченную
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поверхность оболочки 50. Для этого используем разложение потен 
пиала перемещений в ряд Тейлора в окрестности поверхности

()п 0$ ' г г ' с/'г'ОА г апдЬ ' д/г
\V-w~

(2.1)
Кинетическую энергию движении жидкости вычислим в предполо­

жении о постоянстве, градиента потенциала ио нормали к слою— 
разности объемов жидкости в баках 5՝ и

Г=ТО+ЙД7\ Т.«А [(^гЛий, ДТ=Д- 1՜ |'(£гаа?)։ №г*(й

Здесь 50—смоченная поверхность оболочки.
Задача о собственных колебаниях формул и руётся как задача на 

экстремум функционала

П„ -1-нД11—ш3(7՝04-иДТ)

Кинематически возможные состояния оболочки с жидкостью 5 
определяются потенциалом перемещений жидкости и перемещениями 
оболочки. Потенциал перемещений задается в основном объеме, тан­
генциальные перемещения оболочки—на основной поверхности. Нор­
мальные перемещения смоченной части оболочки определяются из 
перенесенного на основную поверхность условия совместности нор­
мальных перемещений оболочки в жидкости. Нормальные перемеще­
ния иесмоченной части бака задаются независимо.

Решение задачи можно разыскивать в виде рядов по формам 
собственных колебаний основной оболочки с жидкостью. При этом 
определяются поправки к основным частотам в формам.

Здесь ограничимся примерами, в которых оболочка 5 остается 
осесимметричной.

Применение описанной методики к тестовым, имеющим точное 
решение, задачам [4] о колебаниях полностью заполненных безмо- 
меитных цилиндра с жестким днищем и свободной сферы для слу­
чаев фиктивной деформации, переводящей цилиндр в цилиндр и 
сферу в сферу изменением радиуса, лает те же поправки к частотам, что и 
линеаризованные в окрестности основных оболочек точные решения 
задачи. При использовании форм колебаний залитой жидкостью ци­
линдрической оболочки с жестким плоским днищем получены частот­
ные параметры для следующих видов начальной неправильности при 
заполнении /У//^=4. > = 0,32.

Коническая неправильность Неправильность типа бочки

Ц'/. [֊/оЛ֊!?
\ Н '
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Л։ 0,06794-0,0175 U. 0.0679-0,0470 i*
Ав 0,5350-0,2832 •ь. и,5350—0,4521 11 •

Аз 1,2191-0,8680 и, 1,2191-1,2347 U •

-V, 1,9482-1,5863 р. 1,9482-2,1932 н

2,6739 2,3291 и, 2,6739-3,1831 I1

Здесь // внеота оболочки, отсчет дуги ճ производится от днища,
\ pW ■ лA =------ - ---------օր, о—плотность жидкости, /?—радиус цилиндра.

VIBRATIONS OF LIQUID FILLED SHELLS CLOSE TO 
AXISYMMETRIC ONES

R. E. LAMPER, V. E. LEVIN

Zb'l.llhhiFI, 1.8ՎԱՄ, Ս.11ԱՆ8ՔԱ!11»Մ!;Տ1*1»»ւ1»Ն ՄՈՏ ԹԱՂԱՆԹՆ ԵՐԻ 
ՏԱՏԱՆՈՒՄՆՍ!*!!

Ik b. 1,ԱՄ«ւՍ1։. Վ. b. Լ1»Վ|՝Ն

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Դիսւարկվում Լ մասամր հեցուկււվ թաղանթ, որր րի չ է տտր-
Г /"Լ11 լս '•/' մնակ անս шпшնցրասիմեարիկից:

Սեփական աաաանւււմների մասին ի/նր/իրր ձևակհրպվւոմ Է հիմն ական 
թ աւլանթի ղրաղե րրած աիրաւթի համարւ թաղանթի ղեֆորմ արիա յի ահն. 
դււրի րաղաղրիչնհրր հաշվվում հն '.իմնական մ ակհրևսւյթ ի մ հարիկա jtnd t 
hl id մ ան մհջ մարված են ա ղղա մներ Հիմնական հաճաիւութ ւունն հրի հ տա­
տանման <\հերի համար։

!4<րված հն Հ աշվարկա յին մ1ւթէէ1քի կի ր ա t։n ւ թ յ ան սրին ակն հր կսնական 
Լ աակաււաձհ անմսմենա թաւրււնթննրի վ!-րարերյ^ար
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