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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСОБЕННОСТИ ВБЛИЗИ ВЕРШИНЫ СЕКТОРА 
ИЗ ПЬЕЗОКРИСТАЛЛА

ГАЛПЧЯН Л. В.

Разработке общей математической теории, описывающей сопря
женные электроупругие процессы в пьезоэлектрической среде при 
обшнх условиях механического и электрического нагружения, а так
же решению задач статики и динамики электроупругого тела посвя
щен ряд работ, обзор которых приведен в [I].

В работе [2] исследовано равновесие пьезокерамического тела, 
содержащего внутреннюю трещину Авторами выведены электричес
кие граничные условия на берегах трещины. Анализируется сопря
женное поле вблизи круговой трещины в пьезокерамическом цилиндре 
кругового поперечного сечения, плоскости которой перпендикулярны 
поляризации. Показано, что напряжения нормального отрыва обла
даю՛! корневой особенностью Такой же характер особенности имеют 
осевые составляющие напряженност и и индукции электрического поля 
вблизи границы трещины

В настоящей работе исследуется элсктроупругое антиплоское на- 
нряженнодсформированиое состояние призматического тола с попе
речным сечением в виде сектора из пьезокристалла класса 6 тт 
гексагональной системы. Па контуре сектора даются некоторые оп
ределенные механические п электрические граничные условия. Глав
ная ось симметрии пьезокристалла проходит через вершину сектора 
параллельно к образующим призмы,

/. Задача рассматривается в цилиндрической системе координат 
г, ?, г. Ось г совпадает с главной осью кристалла (О^гг^г,, — 
-<х<2<оо, 0<а<-).

В этом случае система уравнений, описывающая электроупругое 
равновесие, при отсутствии массовых сил в случае аитиилоскйй задачи 
имеет вид [3, 4]

Дм--=0; ДФ=0 (1.1)
Здесь Д—оператор Лапласа:

дг2 г1 д? г дг
и.-—упругое перемещение; Ф —электростатический потенциал.

Уравнениями состояния будут:
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■4“^1’|'| 1г -; /■^•.•■== 4~<?։5֊|';г '1^'^
где

ди, I диг г- _ I <ЭД>Т^г” ---* Тт«= -- --- • ^Г—----- 1 ^Т՜՛--- ---дг " г дь дг г ду
В этих соотношениях компоненты тензора механических

напряжений; у.,, у ^—компоненты деформаций; /Л. ^—компоненты 
вектора напряженности электрического поля; /)„ /Л — компоненты 
вектора электрической индукции; с41. <?։5, ։։-соответственно, модуль 
упругости, пьезомодуль и диэлектрическая проницаемость.

Граничные условия для электромеханического поля формулируем 
следующим образом:

±»)=0. Ф(г, ±а)=^±г (1.3)
а при г гх—двояко

«МММ, ф(г։> ?) = 0 (1-4)
•n(G*‘?)=0, D,(rl։«?)=0 (1.5)

Вводя функцию ’Гжс<։«. е։5Ф, поставленные, краевые задачи 
можно разделить на две независимые относительно ’Г и Ф.

Отсюда следует, что при граничных условиях (1.4)

>Р=0. я։= —— Ф, -,,=Ю
1 н 

а при (1.5)

’F=const, ---- 4 const, “;г=0, "о.-=0.
Gt

Таким образом, рассматриваемые задачи (1.1) — (1.5) сводятся к 
задачам электростатики для потенциал? Ф:

Дф=0, Ф(г, ±a)=V'±r (1.6)
Ф(г։. ?)=0 (1.7)

где берется только одно из граничных условий (1,7). (1.8).
2. Легко проверить, что элементарное решение вида

Ф«=гЛ,1.’1!!1 + х,։«*П (2.i,
\ Sina COsa / 

где 

удовлетворяет уравнению н граничному условию (1.6). 
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При 7=д/2, п эти функции не определены и такое поведение ре
шения в [5] называется парадоксом, который устраняется при по
мощи однородных решений.

Следуя работам [5]. (6], будем искать решения задач (1.6) — 
(1.8) в виде суммы элементарного решения (2.1) и решения следую
щей однородной задачи:

ДФ^«О: Ф<°>(г. ±я)=0 (2.2)
которое можно построить но методу разделения переменных.

Решение (2.2) представляется в виде

Ф’°»(г, ?)= V (2.3)
А֊*1

где В,֊..— постоянные, подлежащие определению: 3=к/(2а).
Таким образом, будем иметь следующее решение задачи (1.6): 

ф=ф1э)^ф<0) (2 4)

■3. Аналогично, как и в [5], совершив в (2.4) предельный пере
ход а-*-л/2. л, получаем, соответственно

2д՛« Л ~ \Ф(г, «■•)= —- г(?§1пг—созс'1пг)֊|- х ЛЛг*81п (— — 7 )/.’ (3.1)
Г-1 \ 2 /

Л։=3Р А*=/?Л., В։=В։—т»։/со5«
V ~~ к.

Ф(г, <?)=—-г(^С()8<р $1п?1пг)—г։гсо8® У ЛАг^2$1п(% <?) - (.3.2)
» Г~1 - 2

А1=В1, Аг^В2. А*=Вц, В2=В2 1/։/$1па

Удовлетворив граничному условию (1.7). определяем коэффици
енты разложении 1А, соответственно в (3.1) и (3.2)

А։=-1(21пг։- 1), )*-1 |4-^,| (-1 )*֊ -11}

(к-2, 3, . . .) при а=я/2
(3.3)

'0/1 \ 2к.г1~к(-
л \ 2 / тт(л-—4)

(Л= 1, 3, 4, . . .) При а^т..

Коэффициенты разложений в (3.1) и (3.2) в случае граничных 
условий (1.8) определяются по формулам:

«у о
д,—։(1+21пг։), л>= 1 {^(-В*-1: 1Н■ 1 1 « О [

(п = 2, 3, . . .) при ։=л,2
(3.4)
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л«=-7(т+1пГ։)' Л‘՜ МС-В^П+М-В*-!В

(п = 1, 3. 4. ... ) при а = -.
В случае произвольного угла а(а=/--.ч/2,л) коэффициентами разло

жений ВГс в (2.4), соответствующими условию (1.7), будут

‘>(гтг{-^-(МС(21). М(-»УЧ-1Н-Р,[(-1)*-1|} (3.5)

'1. В случае поперечного сечения в виде полукруга (а=л/2) сос
тавляющие напряженности и индукции •лектричсекого поля, как сле
дует из (3.1), обладают логарифмической особенностью, когда 0. 
В случае же кругового поперечного сечения с трещиной (а=л) сос
тавляющие напряженности и индукции вблизи полюса, кроме лога
рифмической особенности (с’։=г0). обладают корневой особенностью, 
что следует из (3.2).

При произвольном угле а (а^-~/2. “) из (2.4) следует, что
Ог, 1)-^ имеют особенность вида г՜’՜1.
Интересно отметить, что в рассматриваемых задачах для полу- 

кругового поперечного сечения и кругового поперечного сечения с 
трещиной коэффициенты при логарифмической особенности опреде
ляются независимо от удовлетворения граничным условиям при г — гх.

В частности, коэффициент особенности составляющей индукции 
электрического поля в задаче призмы полукругового поперечного 
сечения равен

2-и2
~ —- 7 51п ?, где 7 = — ----- Н1

" С44
откуда следует, что при г»2—0 особенность исчезает, что соответ
ствует случаю И —I/՜. В случае призмы кругового поперечного
сечения с трещиной в выражении Г)9 коэффициент при логарифм»* 

ческой особенности имеет вид —-;со8?» а при корневой особенности— 
т»

• при условиях (1.4), при условиях (1.5).
3~ 2 3- 2

Отсюда следует, что при и г'2-=0. что соответствует слу
чаю 1/ч' = —V , имеется только логарифмическая особенность, а в 
случае =0 и т/2-/=0 (Г -1/ ) имеется только корневая особенность.

Подставив найденные коэффициенты (3.3) —(3.5) в (3.1). (3.2) 
и (2.4). окончательно получим решения рассматриваемых выше задач. 
Отсюда, в частности, согласно (3.1) и (1.4) можно найти составляю
щую напряженности электрического поля па краю сечения в виде 
полукруга (<р=л/2) Просуммировав в этом выражении получаю
щиеся ряды в случае, когда И =0, получим (; — г/г՝)
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Выражение в квадратной скобке стремится к нулю при 1-0. 
овзтельно, А'-(г, - 2) имеет логарифмическую особенность, что 
отмечено выше, с коэффициентом особенности

Айтор выражает благодарность Филыитинскому .1. А. за ценные 
советы.

THE DEFINITION OF SINGULARITY NEAR OF SECTOR 
EDGE OF PIEZOCRISTAL

P. V. GALPCHI AN

'41>ԵԱԱՐ31114’ԵՂՑԱ ՍԵԿՏՈՐԻ ԴԱԴԱՐԻ ՄՈՏԱԿԱՅՔՈՒՄ ԵԶԱԿԻՈՒԹՅԱՆ
ՐՆՈՒ8ԹԻ ПРПСПМГС

4. Վ. ԴԱՀ«Ճ11ԼՆ

Ա if փ Ո փ (I է մ

Լւհկտրաաոաձդտկանքււթ յան դծային տեսության շրջան ակն ե րո ւ մ դիտ
վում Լ սեկտորաձե րնդյայնական Հատույթով սյի Լդարյուրեդյա ւդրիղմա յի 
ՀակաՀարթ իւնդիրրւ 1հ։ւոէմնաււիրվեյ է սեկտորի դադաթի մոտակայքում կլեկ- 
ւ/՚րաաոաձդական դաշտի եզակիության րնայթը' Հատույթի եդրազծի վր"> 
տրված մեխանիկական և Լյեկտրական եզրային սյայմանների դեպրորմէ

Ստացված են եզակիության դործակիցների արտաՀայտութ յոէններր։
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