
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏ11Ի1>ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մեխանիկա XL, № 5, 1987 Механика

УДК 532.5

КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕНСИВНОСТИ В ЗАДАЧАХ 
АНТИПЛОСКОГО СДВИГА И ТЕЧЕНИЯ ИДЕАЛЬНОЙ 
жидкости В ГОНКИХ ОБЛАСТЯХ С ПРОДОЛЬНЫМ 

РАЗРЕЗОМ
НАЗАРОВ С. А.

1 Постановка задачи. Пусть Гр Г2 и Г3—простые замкнутые 
гладкие контуры, причем Г։ охватывает Г։, а Г2—Г3 (не исключается 
случай, когда контур Ги пуст). Обозначим через Й и области, ог­
раниченные контурами Г։, Г, и Г5, Г3, соответственно. Введем ци­
линдр С?л={(х, г): х-(х։, х2)£&, |г|<Л/2} и множество М ={(х, г): 
:х£ш, 2=0}. Предположим, что характерные размер.! контуров 
Г/, а также расстояния между ними являются величинами одного 
порядка, а отношения ЛД/у—малыми параметрами. Нс ограничивая 
общности, далее будем считать, что масштабированием размер 
сведен к единичному, а А является малым положительным безраз­
мерным параметром.

В области ОА=фА\Л1 (фиг. 1) рассмотрим задачу Неймана
х, 2)=й֊х/(х, й ’г), (х. х)£Оь (1.1)

х, ±— <?*(х), х(Ф; —(А, х, ±0)-»0±(х). х£<« (1.2)

֊ (Ь, х. г)=. (х. Д). (X, <»3)

где 1Х',г—±-\-д'!дх2, Д=£’/дх’-> дг/дх?2\ /г —внешняя нормаль к д01\ $' = 
=Г1Х(֊Л/2, Л/2), 5>Г,Х{(-А/2, 0)11(0, й/2)}; /, ?±. Ф±, ^-гладкие 
функции на своих областях определения. Допустим, что выполнено 
условие

— ! "й'}с1х(1г" ‘л ) А,(Л>

<?л мЛиз-А * а

- | о±(хХ/х[ =0 (1.4)

Ц»
Краевую задачу (1.1) —(1.3) следует интерпретировать как эл­

липтическую краевую задачу в тонкой области. Построению асим 
птотических разложений решений подобных задач в цилиндрических 
областях малой высоты посвящено значительное количество работ 
(|1—6 | и др ). Рассматриваемая ситуация осложнена наличием у 
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разреза Л! особой линии—ребра (или в двумерном случае—угловых 
точек), где производные решения исходной задачи имеют особеннос­
ти. Асимптотика решений некоторых задач с такими особенностями 
строилась в [7—10].

Согласно § 5 [II] полное асимптотическое разложение решения 
н(//,х, г) задачи (I.!) —(1.3) при ±г>0 
имеет вид

«(Л. х, г) ~ £ й* ‘ (х«\ (Л։ -0*4*)
I у? А - - а.) х

4 Х.(А.

\ Л Л/ \ » */ фиг. ।

+%(«,) «?. б',. Т-т)! (1-5)
\ Л Л /1

Здесь у,—срезающая функция с малым носителем, равная единице 
вблизи л=0; и П{— касательная и нормальная координаты в окрест­
ностях контуров Г/; /..(Л, х)=1—/,(Л ‘я») 8 2 “ /,.(й. х)&=0 вне 3; Г>, 
П:'\. и функции, описывающие пограничные слон для боковой 
поверхности цилиндра в края <?Л1 разреза-И; 1\(х, /, Г*($, г,*.),
^А(х,Г,'.) экспоненциально убывают при /—оо; т^£С։(й\ю), Ф?£С“(ш): 
Ю(х, '<)— функции с нулевым средним но \ на отрезке [ 1/2, 1/2].

В настоящей статье основное внимание уделяется приближенно­
му вычислению коэффициента С(Л. хг) в представлении н(й. х, г) 
вблизи ребра дМ

/т(Л. х, 2)=С(,(Л, $,)4-С(А, $,)/гсо5(6 2)4-О(г) при г—0 (1.6)
где (г, 6)—полярные координаты в плоскостях, нормальных к дМ, 
такие, что верхнему .4 и нижнему -И берегам разреза .И соот­
ветствуют значения 0 и 2՜ переменной 5.

2°. Двумерный случай. Пусть ръ—прямоугольник (А., Й*)Х(—й/2. 
Л/2), а М—отрезок {(х, г): а.<х<а., д=0}; Ь_<а,<А. (фиг. 2). 
Краевая задача (1.1)—(1.3) имеет вид

-(<Л^։ | ^£=)п(А. х. 2)=А-1/(х, Л-։з). х£О»=рл\Л1 (2.1) 
4)=?±(х)’ Х^Ь • т(л-х* 0)=т±(х), х^(а_. а.)

К \ 2 /
(2.2)

(2.3)

Если главный член асимптотики решения и задачи (2.1)—(2.3) 
искать в виде Лх£/(х, Л *г), то. выделяя в (2.1). (2.2) старшие (поряд-
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ка Л“1 в Л’) слагаемые, получаем, например, при х£(Ь_, а.)и(а,, /\) 
обыкновенное дифференциальное (по г՛ А-։г) уравнение

^(-у՛ 4): ^(Л'՛ -Ц)-?*<*) <2-4)
,? Задача (2.4) разрешима не при

всех правых частях /, Уело?
1^2 вием ее разрешимости является

1 / ; У] X, Равенстаи
'(&- а. ! <ь |Уч 1/2

р/2 - |'/(л.г^, = г(л-)-?'(л) (2.5)

-1/2
Фиг. 2 ~ л {Гаким образом, не для каждых / 

и правые части уравнений (2.1), (2.2) удастся компенсировать при 
помощи функции Ла/(л՜, А ’г). Как обычно [1,3,6. 111, изменив вид 
приближения к и, представим его как сумму Л“Ч’(х) Атс(л-, А ’д). 
Собирая в (2.1) коэффициенты при А՜1, а в (2.2)-при А ’, получаем 
для х£(Ь_, Ь,)

(Рю, . .. . , д2г՝ . . ./ I 1 \ дю / , 1 \ .- и. 1)-/(х,1)4—(^). 1ё(--. -г); — \Х։ ±т )=’’-*> 
д-г? дх‘ \ 2 2/ дт( \ 2 /

(2.6)

Условием разрешимости задачи (2.6) служит равенство
1/2 ।

(Ръ՝ Г— (-*) = ֊ |/(А\ г;)(1г-Ч՝(х) <(х), х£(А_. а )с|(а„ А,) (2.7)
-1/2

(сравни (2.5)), которое будем считать уравнением для функции V. 
Аналогично, для функций гс», г՛^, входящих в приближения й“1г»*(х) ;-

А»(л-, Л-’г) к решению и при х^(а_, а4). г>0, находим

(х’7)) ~^х՝ ’!)+ Г7(А)'дч? Ох2

^(х, ;2)=?±(л-), —(X. ±0)-?*(х) (2.8)
от^ \ 2 / 07/

^-(Х)=֊2 I /(х, >})^+2{?±(л-)—л;£(а_, а, ) (2.9)
дх* .’

А±
где А+=?(0,1/2), А- =(֊1/2, 0).

Определим теперь граничные условия, которым следует подчи­
нить старшие члены А՜ го, А 4»= асимптотики и. Вблизи каждой из 
боковых сторон прямоугольника возникает пограничный слой 
([3,6, Н[), который описывается решением задачи в полуполосе

ч)=0. (;, ^(0,оо)Х(-1/2, 1/2) (2.10)
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±)=^А, -±>0. ^(0, Ч)= :
дт] \ 2/ дг, \ 2/ д< \дх /

М<4 (2-Ю)

Здесь для индекса „4֊“ $==Л 1(Ь. х), а для . “ $«// ’(х- ֊/>.). При 
помощи метода Фурье получаем, что экспоненциальное убывание 
(при ;-*оо) решений задач (2.10) обеспечивается равенствами

1/2
^(*±) = (2.11)
дх

։/?

Вблизи концов разреза М также возникает явление погранично­
го слоя, которое порождает (см. раздел 3°) шесть условий сопряже­
ния функций -и, -о± в точках а±:

!•(«3 = г։+(«Э ='<՛ (<г,). 2 —(а.)=^—(а,)֊{ е—(а.) (2.12)
дх дх дх

г'(а_)= и'(а_)=^(п.), 2^֊ (л_) = ^-(а_)4-^-(а_) (2.13)
дх дх дх

Отметим, что уравнения (2.7), (2.9) с соотношениями (2.11) (2.13) 
имеют решение в силу условия разрешимости задачи (2.1) (2.3)

rti. 1/2
I /(х, r,)d7,dx+ v I | ?±(A-)dx — | 6 • (x)dx 4֊ | ^±(^kZr.j «0 (2.14)

Q, * ft- я_ —1/2

3՜. Пограничниц слой, вблизи концов разреза. Рассмотрим для 
определенности левый конец (а_, 0) разреза .И. После замены коор­
динат (х, г)֊*;=(;։,;,) •-// ։(х—а . с) уравнения (2.1), (2.2) перехо­
дят в задачу Неймана в полосе с полубесконечным разрезом 11=/?3 
<(֊1/2. 1/2)\{'.::։>0, ;г=0} (фиг. 3).

Утверждение 1. Для любых экспоненциально убывающих 
При 4—±оо гладких правых частей F, Ф*, Ч'* существует един­
ственное убывающее при ;։ ֊—оо решение IV7 краевой задачи

-A;w'(;)=z--(;), :еп (з.1)
4)“Ф ’ч>0

\ х / г/,2

У т ве р ж д е н и е 2. Всякое решение однородной (F. Ф±, ՝Г± 
равны нулю) задачи (3.1), растущее не быстрее полинома, являет­
ся линейной комбинацией с} -с^ е3Q = const. Y-нечетная 
ио .. гармоническая в I! функция, имеющая нулевые, данные Ней­
мана на dll и допускающая представления

Г(',)==О(ехр(т:;։/2)) при ;։----- оо (3.2)
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>'’('•)=- 'j±CH-O(exp(—<։/4)) при ’.^H-oo, ±«j>0
Утверждение 3. Для решения W задачи (3.1) справедливы

асимптотические разложения: UZ(^)=o(e.xp(3',l)) при ос и
1Г(;)=50',1ф5±4-о(ехр(-о'п)) при ;։--OQ. ±;։>0 (3.3)

Фиг. 3 Фиг. 4

Здесь й>0, а постоянные 8^ 8.. вычисляются по фор мула ч
В9 = -Л(р, ф, «Г; л'о), Я±-Л(А՝. Ф, ՝Р; Х±) (3.4)

где ад=1. X±G)=;։ ± ГО, Л(ЛФ. V; Х)= 1՜ Л(;)ЛС.К-+2 ± 

‘и

±7)^- 1՝ >r±C-։).VG„ ±0)<к, > I 
-л. О

Доказательство. Утверждения I, 2 и соотношение (3.3) яв­
ляются классическими результатами. Отметим лишь, что конформное 
преобразование '.='.։ |-/'ч.->у—} I—е.хр( —2-',), I >,=|т;]։/‘ ехр (г arg(r4)/2), 
переводит II в полуплоскость (фиг. 3, 4, где стрелками отмечены 
различные выходы на бесконечность и особая гичка). Поэтому

у(;)==А|П|у&±^Ь 1. (3.5)

Непосредственными вычислениями можно убедиться, что справе дли­
ны представления (3.2). в которых сг=-՜։ 1п 2. Кроме того, в окрест­
ности особой точки ',=0 имеем

У(;)=(2^)'/2 соз(9/2) | О(р) при р-Л-։г-~0 (3.6)
Соотношения (3.4) устанавливаются при помощи метода (12].
Опишем построение пограничного слоя. Обозначим через 

Л~Ч/(Л, х, г) функцию, совпадающую с 1։ ։г։(х) при х^{Ь , а_), (а.,Ь.] 
и с А 1^±(л) при лС(о_, а3, г>0. Эта функция, вообще говоря, 
терпит разрывы при х=а±. „Сгладим* ее, умножив на срезающие 
функции, равные нулю вблизи этих значений х:

Л {1—/.(А֊։(х-Я_))}И(л-,,?) (3.7)
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где /,ССо(( —1, 1)), ■/(/)=! при |/|<1/2. Выражение (3.7) оставляет 
невязку в уравнениях (2.1)—(2.3), часть которой сосредоточена в 
//-окрестностях точек х=().\ и возникла из-за умножения на указан­
ные срезки. Переходя к координатам '. и выделяя в (2.1) и (2.2) сла­
гаемые порядка А 3, А՜2 и А“1, А՜1 соответственно, получаем, что 
главные члены упомянутой невязки компенсируются при помощи ре­
шения задачи (3.1). и которой Ф± = 0, Ч'±=0 и

= /.(ч) 1 [*՛(«.) А'.։ф(а_)! при 4<°. 4 (: (/՜՜՜?’ 44
I дх ] \ 2 2 /

^(’)=1Д՛:. х(4)1|^±(« )-ьл'м —(«-?, при ;։>о. :,€.4± 
I дх |

где [/., М| = Л,И — VI/. коммутатор операторов /. и ;И. Отмстим, что 
/■՛ гладкая функция. Решение 1Р(Л. О этой задачи при ;։<0 име­
ет вид

I дх .։ 2 \<9х дх /
где 7.(/)=/(/) при /<0. '(0=1 при 1. При ‘.։>0, 1 ;,><) к выра­
жению (3.8) добавляются функции

(1-х(м)Н*а±(«-)4 !СМ^дх){а_}} (3.9)
Построенное решение задачи (3.1) обращается в нуль пои 1 и 
допускает представление (3.3), в котором

#о=-Л — <а-) В±-՝^а•)дх 2 \ дх дх /

дгГ

Предположение \1"(А. ;)=(?(//) при \х=О(к ’) об убывании погранич­
ного слоя приводит к (2.12). Аналогичные рассуждения при построе­
нии погранслоя вблизи точки (ам 0) дают условия сопряжения (2.13).

Вблизи левого конца разреза Л/ построенное приближение к ре­
шению и задачи (2.1)—(2.3) совпадает с пограничным слоем Л-’Ц'дА,'). 
Эго дает возможность найти асимптотическую формулу для коэффи­
циента С_(А) в представлении и вблизи особой точки

и(/1, х, х) = сопз(4 С’_(Л)Т г со§(0/2)4-О(г) при г -0 (3.10)
где (г. 9) полярные координаты с центром в («.,()) и полярной осью, 
направленной вдоль М. С. учетом (3.8), (3.9) н разложения (3.6) 
функции (3.5) получаем следующее:

Утверждение 4. Для коэффициента СМ в представлении 
(3.10) решения задачи (2.1)—(2.3) справедлива асимптотическая 
формула

с-(л)=7=я(^(«-)-^(«Л՝)+о(/а) (з.И)
» м •»։! \ С/Л С/Л /
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где решение задачи (2.7), (2.9). (2.11) (2.13). Аналогичная фор­
мула Оля коэффициента в разложении и вблизи (а., 0) по­
лучается из (3.11), если а~ заменить на а,.

4е. Трехмерный случаи. Построение асимптотики решения зада­
чи (1.1)—(1.3) п асимптотики коэффициента в разложении (1.6) ре­
шения вблизи края дМ плоского разреза проводится практически 
так же, как и в пп. 2°, 3 . Отметим лишь, что при определении по­
граничных слоев в окрестности каждого из кон гу ров Г։, Г, в Г, не­
обходимо сделать следующую замену координат; (х, г)֊*(х, ;։. :3) = 
= (х, ZH//„ h-։z), где х и я—касательная н нормальная координаты 
вблизи Гу.

Вдали от Г; главным приближением к и являются функции 
h ։г'(х) (при х£Й\0») и A-1v։±(x) (при х£<>>։ сД>0). которые удов­
летворяют следующей краевой задаче:

Дт(х)= /(х. т;)^֊|-?-(х) — ?"(х), Х£Й\ю (4 1]
--Р

—Дс’±(х) = 2 |/(х, Tj)rfr.~2(?*W- гЧ*)). (4.2)
/Ц

1/2
— (Х)=. {(’(Х.Т.'ХЪ, л^Г,: ֊(х)= fg(x.O'O, *«Г. (4.3)
он .) Он J

-1/2 л±

г’(х)=тГ(х). г>(х)=гГ(х), х£Га (4.4]
.. dv dv'. . , dv~. . „ г. ..2֊= —(х)-Ь —(х), хьГ2 (4.0

дп дп дп
Здесь и далее в этом разделе нормаль п к Г։ и Га внешняя по от­
ношению к Й\ш, а нормаль п к Г3—внешняя по отношению к «j, 
Обозначим правые части уравнений (4.1)—(4.3) через Л, и Н. Н-с 
соответственно.

Ут вер ж де н и с 5. Решение задачи (1.1)—(4.5) существует 4 
том и только в том случае, если выполнено равенство

| Л(х)</х-|-У |r-’(xk/x+| //(x)J>֊.։. 4֊ М |//±(х)тЛ։- О

2\<» 'о» г, г*

'imo решение определено с точностью до аддитивной постоянной 
Доказательство утверждения проводится по известной схе­

ме (см., например, [13]).
Пограничный слой вблизи края дЛ1 разреза .И конструируете 

так же. как и в 3 . Именно, в А-окрестиости решение задачи 
(1.1)—(1.3) представляется в виде

м(А, х, z)=h x{JM+hJx(s)-\֊h\xJt(s)-\-hj,(х) Г(с)}4-0(А)
где ։ — fr'(n,z), У'—функция (3.5), Д—гладкие функции на дЛ1, 
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4в^кч« А = — .
<7/2 ё>.И

1 ( (,ГГ 
2\б>« '

Указанное соотношение позволяет найти асимптотику коэффициента 
С(А, $) при особенностях на дЛ/ производных решения задачи (1.1)— 
(1.3).

Утверждение 6. Для коэффициента С(И. я) я представле­
нии (1.6) решения задачи (1.1)—(1.3) справедлива асимптотическая 
формула

|л,5)= ’ ֊^2\ \,)Ч-О(У£) „ри Л-0 (4.6)
У 2гЛ \ дп ,)М дп и.м/

5 . Примеры, а) Рассмотрим задачу об антиплоском сдвиге пря­
моугольника рл с трещиной М (см. 2°). Предположим, что массовые 
силы отсутствуют, берега трещины и боковые стороны (]>, свободны 
от напряжений, а на горизонтальных сторонах заданы сдвиговые уси­
лия интенсивности ~(х). Все это означает, что в(2.1)—(2.3) ?±(х)=0, 
^±(7,)=0, ф±(л)=п ։-(х), /(х. г,) = 0, где р—модуль сдвига. В этом 
случае г։=0 и

У
•у±(.г) = д -1 |(у а_)-.(у)ду - -Л -а— | (у-л։)-(у)пГу [

р 1 а,— а. . а_ .) )
«- А'

* 1 Л'
Тогда —(л_)= ——-----  | (у—а^)"(у)</\’ и по формуле (3.11) коэф-

<7Х а4—а_ .՛
л_ 

фиииент интенсивности в левой вершине трещины равен
«1

—- ------ I (У-а4)т(у^у4-0(/л)
а,—а ..՛

при Л<1 (5.1)

При -^>0 и малом Л коэффициент С.(Л) отрицателен. Отметим, что R 
рассмотренном примере функция г՛ равна нулю на [А_, <г_|1 /’ |.
Поэтому условия (2.12). (2.13) записываются в виде г։±(а,)—г։±(ц_)«=0. 
После этого возможно применение балочной теории трещин (см. § 1.12 
(14); |15] и имеющиеся там ссылки), которая приводит к тому же 
результату (5.1).

б) Рассмотрим задачу о потенциальном течении идеальной жид­
кости в трехмерном круговом кольце малой высоты А, частично пе­
регороженном непроницаемой абсолютно жесткой мембраной (см. Г). 
Пусть контуры Г/ окружности радиусов /?; Предполо­
жим, что жидкость закачивается равномерно через верхнюю часть 
внутренней боковой стенки 5^ . ֊ {(х, г): |х|«=/?3г£(0, А/2)}, а откачи-

31



вается через нижнее основание; поток равен Остальные стенки 
и мембрана считаются непроницаемыми. Все это означает, что и 
(1.1)-(1.3) /(х. й֊։з) = 0, 9 (х) = 0, у±(х) = 0, я(х, Л֊։х) =0 при 
(х. #(х, Л-։з)=֊-Л 1 при (х. ; ?՜ (х)=
=— В этом случае

г-’М-^пг . {(2/?=֊/?’)1п/?։ -

-<-■)=֊ 9+< I<*՛ - 2/?’)|п/?։+?1

и, согласно (4.6), коэффициент С(Л,х) R (1.6) при особенности ско­
ростей у/г на ребре дМ обладает асимптотикой

С(Л, ։)=]/ = 0(//7) при Л«1

При малом к коэффициент С(/г. х) имеет тот же знак, что и ц.
в) Указанный способ приближенного вычисления коэффициентов 

интенсивности может быть применен и в более общих ситуациях. Рас­
смотрим, например, задачу об антиплоском сдвиге тонкой криволиней­
ной трапеции с трещиной:

-Д,,,и(Л, х, з)=0, (х,г)е(?„\;И; ֊ (А, Д+, г) = 0. |г|<Л/(А+) (5.2) 
дх

— (й, х, - й/(х))=- —-(х), хь(й . йА); — (й, х, 0) = 0, х£(с_, аь) 
дп р дг

где / -гладкая на [й_. й,| положительная функция, <Л = {(х, г): 
:х£(й_, з|<7г/(х)}, п—внешняя нормаль к д(^ (сравни примера)).

Алгорифм построения асимптотики решения задачи (5.2) не от­
личается н существенном от изложенного в 2°. З9. Не останавливаясь 
на подробностях, приведем окончательную асимптотическую формулу 
для коэффициента интенсивности

«» »♦ у

С(Л)= .-21-=-':֊ - (О/Л) при л«1
I 3 /(у)1 .) 3 /(у»

о_ а- ч-

Отметим, что при /(х)=1/2 последняя формула переходит в (5.1).
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STRESS INTENSITY FACTORS FOR ANTIPLANE SHEAR AND 
FLOW OF IDEAL LIQVID IN THIN REGIONS WITH A 

LONGITUDINAL CUT
S. A. NAZAROV

ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՔԵՐ ՈՒՆԵՑՈՂ ՐԱՐԱԿ ՏԻՐՈՒՅԹՆԵՐՈՒՄ ՀԱԿԱՀԱՐԹ 
ՍԱՀՔԻ ԵՎ ԻԴԵԱԼԱԿԱՆ ՀԵՂՈՒԿԻ ՀՈՍՔԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐՈՒՄ ԵԶԱԿԻՈՒԹՅԱՆ

ԳՈՐՆԱԿԻՑՆԵՐՐ.

Ս. Ա. ՆԱՉԱՐՈՎ

Ա մ՛ t|i n փ n ։ մ՛

Կառուցված /, կենտրոնական հարթւււթյան մեջ ճար ունեցող, փորր 11 
բարձրությամբ գլանային տիրույթ nt մ Լաւււրաւի օպերատորի համար նեյ֊ 
մանի խնդրի 11 — (I լուծման դևպրում ասիմ պտոտիկայի ղյխավոր անգամը։ 
եռաչափ տիրույթի գեպրոէմ խնդիրը Համ ասլատաէէխանում Լ ի ռեալական 
'•եղուկի պոսւենցյա( հոսրի խնգրին, իսկ երկչափամ—նաև ՀակաՀարթ սա ՜­
րի և ոլորման խնդիրներին։ Արտածվում են լուծումների դրագիենսրի եղա 
կիՈէթյան գործակիցների համար ասիմպաոտիկ բանաձևեր։ Դիտարկված են 
կոնկրետ խնդիրներ, որոնցում այգ բանաձևերը ունեն աոավել բացահայտ 
տեսրլ
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