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ОБ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ СТЕРЖНЯ И 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПРИ ПРОДОЛЬНЫХ

ИНТЕНСИВНЫХ НАГРУЖЕНИЯХ
АРАКЕЛЯН А. МОВСИСЯН Л. А.

Упругая устойчивость стержня и цилиндрической оболочки при 
ударе в различных постановках рассматривалась многими авторами 
[I]. Работ же в упруго-пластической постановке очень мало. В [2, 3] 
изучается упруго-пластическая устойчивость стержня (оболочки) вве
дением приведенного .модуля упругости (модуль Кармана) или каса
тельного модуля для той части объекта, где прошла волна сжатия. 
В [4] для всей длины стержня принимается приведенный модуль и 
однородное сжатие по всей длине. В [5] помимо неоднородности сжи
мающей силы изучается возмущенное движение всего стержня и 
принимается приведенный модуль там. где имеется пластическое сжа
тие, и упругий модуль гам. где еще не прошла волна сжатия. Критерий 
потери устойчивости такой же. как и в ; и др.] В настоящей работе 
в постановке [5] исследуются другие задачи для стержня и цилиндри
ческой оболочки. Принимается, что материал характеризуется линей
ным упрочнением.

1. Пусть имеется идеально прямой стержень постоянного сечения, 
один копей которого заделан (в продольном направлении), а к другому 
концу мгновенно прикладывается постоянное напряжение, превы
шающее динамический предел пропорциональности. Решение урав
нения продольных колебаний известно [8]. Физическая картина напря
женного состояния такова: от ударяющего конца распространяется 
упругая волна со скоростью «= У< напряжением за фронтом, 
равным напряжению динамического предела пропорциональности зп, и 
пластическая волна со скоростью а: = У //.,/* с напряжением за фрон
том о0.

При рассмотрении возмущенного движения (уравнения устойчи
вости) для каждого момента времени / начальное напряжение и мо
дуль материала определяются формулами

5в, Ер при О^х^Ь, 
=п, Ер при 1><хс.Ь+с, 
О, Е при Ь
з։, Ер при Ь—с<х«£1,

I (а—ах)1 при
' 1-0^21—1/0) при

(1-1)

(г=1(а+

3



։ <7։)/2««1 время встречи отраженной волны с пластической волной 
г напряжением <з։ = о;1(14-а։1'<?)—значение напряжения и отражен
ной части.

Мы будем изучать устойчивость стержня вплоть до /2. Для 
выражения для э, £ будут другие, ио решение можно пост

роить совершенно аналогичным образом.
Уравнение возмущенного движения имеет вид

+ (1.2)
с?х։ \ дх2 / дх \ дх) ОР

где Е обобщенный модуль, принимающий значения (1.1).
В качестве критического параметра берем критическое время 

(критическая длина /кр=л/кр) потери устойчивости.- Его можно полу
чит։» из уравнения (1.2) путем пренебрежения членом поперечной инер
ции [5—7 и т. д.], так что уравнение устойчивости примет вид

^./0 1=0 (1.3)
с1х~ \ дх1/ дх ՝• дх I

Для каждой части отдельно запишем уравнение устойчивости

р дх՝ 4֊>Ч дх2
=0 при Ъ^х^ь. (1.4)

Е /^֊
</х‘ ' дх” -=0 при Ь<^х^Ь-\-с, о< / (1Л)

</х4
= 0 при Ь--с<^х^1, (1.6)

р д* 4^1 дх2
=0 при Ь+с<х*$1, (1.7)

При совместном решении уравнений (1.4) (1.6) получим решение, 
пригодное до отражения упругой волны, а при совместном решении 
уравнении (1.4). (1.5) и (1.7)—до момента встречи отраженной и 
пластической воли.

• Уравнения устойчивости (1.4) —(1.7) должны быть решены сов
местно с граничными условиями на концах .?=() для и Л’=/ для 
<с3. а также должны быть удовлетворены условия сопряжения на 
х^Ь и х=Ь-гС

а'։=а.՛,. £/к՛; 4-/’Что։=^/а'։" ֊ /'опа՛;
при (1.8)

Ер1т£)„ — £спад2=х (1.9)

_( Е/пх при х—Ь-^-с,
( Ер1ъ՝'3 при х=Ь—с,

Перейдем к безразмерным координатам л*։=(/>—х)(Ь при С^х^Ь. 
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х^=2(х—Ь)!с при Ь<^х^Ь~с, х3—(х (Ь—с))1д при Ь—с<х^1, где 
а=1-(Ь-с).

При этих обозначениях решения уравнений (1.4) —(1.7), соответ
ственно. имеют вид

;г'1(л-1)=.4։$։։։/г։л'1 51со$Л։л-։-|֊С1х։- />։ 
да„(д-։()=А2$1п^։л'2 В2со^2х2֊г С2х2- О.г 
п,(хл)=А3х}+Влх- Слх>- И3
^Лхл}• 1а։ич£։.ЧЧ- />'асо5/г3л\ С3х3 /)3

где к\=^ГЬ*1Ер1՝ Л^зп/ч՝2//:^/, №. =

Удовлетворяя условиям сопряжения (1.8) и (1.9) и выражая
А/, Н[, С3, /^1. (/՛=!, 3) через А., Д„, С., /Л, получим

«'»(-*։) “ -А2 /в^з081пА։л-։4-^1(ов/з0(со5М1“1)- 0 —

^-։ |/(^ —^|)(31И 1 5н75о).,/1>са«^1) Т՜
'а>,(х։)=А2§1пЛ։.с։ 4 Вгсоз*,х2 4֊ С2х2 О.,

■^(^)=а/֊ Г‘.‘Л(С_1££1 ; (/-^)>ЧЛ7>/ созЛггэ

51пЛ2 \ ВА ֊^^7֊^֊СО5Й։^—(/֊ «/)/Зп А7£р/8П։Л3Л'3
/ ՝ — 7? п 1

С08^-; ) •- Сп
о^Ц-аСГ
6/:7 (а—а3)(

1—а1
(а—а^г

л*аЧ֊ 1 ) Г\

да3(л,д)=А։1>/<г/(</։ а) со§А?2 $1пАгг3 81п/г։ а‘((1 а։)

X 51п/г3(созЛ3л-3 —1)) /<( — 1 а \а <г։) 81пЛ։ сов£։

-{-«/(лН-^соз^СсозМа 0) -5!-пА*» : 1-

-------±_/5!П^^лЛ\ + 2Л 
/-<г։(2/-/։) а+аД //

Удовлетворяя граничным условиям х,= 1 (л?=0) для ю։(х3) и 
л'3»1 (х=/) для ти3(х3), получим трансцендентное уравнение для оп
ределения критического параметра.

Для шарнирно опертого стержня имеем

о

1-а1
Е {а—а3)1 ■Р

<//)со5А*։ л՝|пХ?,^Х

-У7.
- [ |/ у֊с1^а։з1пЛо-1-со5А!։

.!-՝ а.п
'-—Л1—а1 )$п1А'п - С05&։֊г — — I —
Р1 Зо
I ~ 'X/^^։(/-а/) д-51пй։)-
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JL с"^ G—aQ3 i—a^ L a,
3 EI (a—ajt (a—ajt a—a՝ 30

при (l.Ю)

lsin*'^y^ctg*՝ ttj t =n
■i-------- cos&24 — — 1

«֊Hi %

/ a,(f — Л) Ц \ Г/ ‘1 f a \
X ( I — 7-----ттл—TT---------- ) — ( cosft։sln£a — I/------- $in£acos&3 ) X\ l-a^Zt-tJ rt I-«,/ \ ‘ 3 Г « + </« ’/

> / o„ ։ ՛ о. I sin/г, n[x |/ _ctgfe։-։ln*asin4։ | — cosi,cos*, ] — — X

X^-lVu _____ — +____ _______ 3-|_o
ЛЦ> 7‘ a-- (h oo J

при /։<*<G (l.ll)
Приведем результаты вычислений для стержня из дюралюминия 
£>167՜ с данными £„=0,002667, «4=0,496 в 0,109 (Л/г=иЛ')_ В табл. 1 
пометены значения зв/о, (о в зависимости от отношения
-.Щ)—а(крЦ при двух значениях параметра гибкости

Таблица I

Y И
£п

0.1 0.2 0-3 0,4 0,5 0.6 0,7 0,8 0.9 1,0

120

0-490
0.002667 2,612 1,638 1.377 1.282 1,224 1.148 1,038 0.903 0,762 0.625

0.001 2.560 1.603 1,359 1.278 1,222 1,134 1,001 — — —

0.109
0.002667 1.374 0.944 1.. 46 0,566 0.405 — — —

0.004 1.137 0,813 0,695 0.636 — — — — — —

240

0.496
0.002667 2.508 1,567 1-341 1.273 1.221 1.120 0,964 — — —

0,004 2.402 1.494 1,303 1.263 1.217 1,089 — — — —

0.109
0.002667 0,887 0.662

0.004 — — — —г — — — —

Как известно, динамический предел пропорциональности не сов 
падает со статическим и зависит от скорости деформации. Для выяс
нения как влияет этот факт на значение критического параметра но 
мимо вышеприведенного £|։ были произведены вычисления и для 
։п — 0,004, который в полтора раза больше, чем данный (вторые строч
ки в каждом блоке таблицы).

Из табл. I видно, что изменение критической длины в зависимос
ти от изменяемости предела пропорциональности незначительное.
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Если судить об устойчивости стержня, исходя из допускаемых 
перемещений, нужно искать решение (1.2) в виде ряда [5. 71

Л “Л
Ю= Х>' /*(*) 51П —X

Гл I
(1.12)

Тогда для /»(/) получится бесконечная система обыкновенных 
дифференциальных уравнений, которая решается как задача с началь
ными условиями.

На фиг. I приведены формы возрастания и видоизменения началь
ного прогиба в зависимости от безразмерного времени для о0/оа = 1,3 
(а0=4.06о ) и К=120. Сплошными линиями показан случай, когда 
начальное .отклонение имеет вид одной синусоидальной полувол
ны по всей длине стержня (ад—ад05!л~х//, дад/д/=О при /=0). а пунк
тирными, когда синусоидальная полуволна находится на 0,3 части 
стержня (ад=ад0(Н(х)- Н(х -0,3/))81п~х/0,ЗЛ при г=0.
//(х)—единичная функция Хевисайда).
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• Вычисления проводились по схеме Рунге-Кута для систем из девя
ти и десяти уравнений. Результаты вычислений мало отличались друг 
от друга (менее, чем на 1%).

2. Теперь рассмотрим другой случай нагружения. Пусть на краю 
стержня действует сжимающая сила, равномерно возрастающая во 
времени

Р֊С*ЕМ (2.1)
Будем предполагать С* настолько большим, что уже при пер

вом прохождении волны на конце напряжение достигает а„ (^։,=а։1/:С*, 
/п<?։)- Задача устойчивости в упругой постановке изучена в |7|. 
После времени Л, напряжение и модуль материала в каждом сече
нии л и в момент времени / будут иметь вид

EC\t֊xla\ Ер при
ЕСЧп, Ер при b'(x^c.

с,£= EC9(t—xla), Е при c'<xt^d',
0, Е при d'<\x^l,

где
2EC*(i-tt), Е при

6 = -Л։). rf,_| 1-aE 
I 21—at

/'=/14֊/п/2 — время встречи отраженной волны с упругой волной с 
напряжением о„.

Будем изучать устойчивость стержня вплоть до ('.
Уравнение возмущенного движения берем в виде (1.3). Решение 

его ищем в виде ряда (1.12). который удовлетворяет граничным ус
ловиям.

Представим Е и о также в виде рядов ио косинусам

Zr;= V />a(/)cosaa.v, V ^(/)C0ShA.V (2.2)
Л-»0 m

где -{E—Ep)a(t֊-t»)ll-i E

bh(ty=— — (E—£ )sin/.*a(*-f։), 6=1, 2, ... (2.3)
~k

е^Г)=СЧаР-{а-а^
€>(/) = 2C*//(TT^)2(( 1 ֊COS' /..«։(/—ЛЗ)/а։~(сО5ЛА«( t-ta) -cosA*a t ).՛«),

Л=1, 2. . . , (2.4)
Цодстарлдя (2.2) в (1.3) и производя некоторые преобразования, 

для. неизвестных /,,„(/) получим бесконечную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнении

^+ХМОЛ=0, Л!=1, 2. . . . (2.5)
dP *-i

здесь
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'лва* (26)
I <т>ч-|/>гмч(/л« »֊А -а)—Е(ст к | -ет-.л)|, т л

Согласно критерию равенства нулю мгновенной частоты возму
щающего движения [5—7], критический параметр определяется как 
наименьший корень уравнения

бефЛ*(0||=0 (2.7)
Для численного анализа взят пример предыдущего пункта. В табл.

2 приведены значения % А'С'!,/1<Р) в зависимости от
для значений К=120, ч =0.496. Взяты определители восьмого и деся
того порядков. Точность такая же, как и в предыдущем пункте.

Таблица 2

-кр

։п ’•'1 0,2 0.3 0,4 0,5 0.6 0.7 0.8 0,9 1.0 1.1

0.602667
0.004

3.299
8,268

.3,907
3.930

2,648
2,705

2,071
2,135

1.730
1,809

i.514
1.590

) ,355
1.428

1.229
1,296

1.121
Ы«3

1.025
1.083

0.936 
ьооо

На фиг. 2. изображены кривые возрастания прогибов балки при 
(если решение уравнения (1.2) искать в форме (1.12)) скорости нагру

жения C'*=10iu и гибкости ) — 120 для различных моментов времени 
т. Сплошные и пунктирные линии имею։ смысл предыдущего пункта 
(метод интегрирования и точность, как и в предыдущем пункте).

3. Рассмотрим теперь цилиндрическую оболочку длиной /, радиу
сом /?, на копне которой прилагается напряжение о, которое мгновен
но достигает своего максимального значения и поддерживается. При 
лом оно превосходит предел пропорциональности материала.

Будем предполагать, что начальное состояние оболочки характе
ризуется стержневым приближением, как это обычно делается, то есть 
примем справедливость (1.1) и для оболочки.

Уравнение возмущенного состояния берется в виде [10] с добав
лением инерционного члена

где коэффициенты уравнений (3.1) определяются по [2.9], то есть

D’=21пЪ-)(2-ч1+г5))’ D‘=

(3.2) 
3?Ч։ - FK

ll’= 32(П=7)(Л՜“'’(1+гЛ

где /. = 1 -EJE, ю=1 -Е^Е, ЕК— касательный модуль. /;с—секущий 
модуль, Zf,—относительная координата, определяющая толщину слоя 
разгрузки.

При первом прохождении волны первая и вторая зоны будут из- 
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гнбаться как пластическая среда, а третья зона—как упругая, следо
вательно, при разыскании критических параметров в первом и втором
участках будем принимать г0=1, ‘*=0,5. а в третьем участке—2в=0, 
•*=■*. При таких предположения,х коэффициенты (3.2) примут вид

1+3; £.г, 
36

при

1֊֊Зи----- 1- ЕР
36

при a^^x^at

-----!---- ЕР 
12(1-*2)

при af<^x=^l

(3.3)

где а=/Л/Б

-֊- £>*. --- £с( I — ?) при 
3 2

*1, £,= — £5, 
3

(г

£
При

(3.4)

—— О
1—>’

при а/<х</

Предположим, что оболочка на краях шарнирно оперта. Тогда ре
шение уравнения возмущенного движения ищем в виде (1.12) и коэф
фициенты (3.3) и (3.4) также представляем в виде рядов по косинусам

</AcosX*x, 
А—о

°= V Ьл-COS /.кХ
>. О

(3.5)

•* 
^osz.m- 

t< *-G 
где

, РЕ /1+3« . 1 1-Зр. .. , 1 ..+= — (------ р t/j / Н------- -(a—ajt Ч-------- (/ — я/) )
12/ \ 37 3 1-v’ /
РЕ /1+3« , . . , 1+Зц, , . . , . z м I , . .dk^~----(------- psln/.ftfij/ ■{------- ’(slnAAtrt—s։da*«jO----------sin at
6-& \ 3« 3 1 — *։

bk=֊((— ul—- + *?AsinXAfl։/ !0 —-^(sin/Aa/—sinX^j/)
r.k \\4/? a E / \4/? /: /
ftE / ad 2iE Л , , , . _U-<V) b с*=-т:~֊1 Нм/. fe=l, 2, ...

//?* \ a / -kf^\ з /
Подставляя (1.12) и (3.5) в (3.1). после некоторых преобразований 
для /Л(/) получим бесконечную систему обыкновенных дифференциаль
ных уравнений вида (2.5). где aOTA(/) определяются так:

10



2ооат,(/)= Г4(2^о-^2«)'->;т(^о֊ Ь2т)^2с9-с2т при /н=А
Р’лг/*—^и+а) ''т^к^^т—Л~Ь^гл ■ л)~£от—й ՜ 4?лч-Л При 1П~к

(3.6)
Критический параметр будем определять как наименьший корень 

уравнения (2.7), где атк(1) определяется из (3.6).
В табл. 3 приводятся значения о0'зп при некоторых значениях 

параметров /<՛/ и 2 /? в зависимости от -ч:р для вышеуказанного мате
риала. Вычисления проводились следующим образом: сначала для дан
ного т определяется главная гармоника, а потом критическое значение 
вычисляется из определителя десятого порядка, который содержит и 
главную гармонику. Для р взяго значение 0.496, В скобках цифры 
показывают главную гармонику (гармонику, наиболее близкую к ис
тинной форме потери устойчивости).

ч

\лУ

Фиг. 3 Фиг. 4

На фиг. 3 приведены формы потеря устойчивости для двух мо
ментов времени. По осн ординат отложен безразмерный прогиб (/',.,— 
коэффициент при главной гармонике для данных моментов времени, 
см. табл. 3).



Таблица J

R/t
-.Հ- Ր

& R
0.1 0,2 0.3 0.1 0.5 0,6 0,7 0.8 0,9 1.0

0.01 2,305 1 .747 1,481 1.424 1-397 1.382 1,370 1.361 1-351 1 ,343
0.5 (14) (10) (11) (11) (12) (12) (12) (12) (12) (12)

0,005 2.013
(17)

— — — — — —

0,01 3.G00 1,837 1 .54 I 1.463 1.425 1,404 1.386 1 »372 1.363 1.352
0.75 (6) (*) (7) (8) (7) (8) Օ) (8) («) (8)

0,005 1,241
(14) — — — — —

На фиг. 4 приведены формы возрастания прогиба оболочки, кото
рой сообщено начальное напряжение =0=1,Зз;| и начальное откло
нение кф о = к.'0$1 нУ-л://, дю;дС\( о —О для некоторых моментов вре
мени.

При интегрировании системы типа (2.5) было взято десять урав
нений от 9-ого до 18-ого включительно.

Все расчеты нровддилнеь на ЭВМ ЕС.—1022 по программе, состав
ленной на языке Фортран-IV.

На основании приведенных расчетов и сопоставления с упругими 
задачами можно отметить следующее:

1. Сильное видоизменение форм потери устойчивости как для раз
личных моментов времени, так и в зависимости от упругой или упруго- 
пластической постановок.

2. Незначительное изменение значения критических напряжений 
в зависимости от изменения предела пропорциональности (от скорости 
деформации).

3. Невозможность однозначного ответ? на вопрос уменьшается или 
увеличивается критический момент потери устойчивости при упруго- 
пластической постановке по сравнению с упругой.

ON ELASTIC-PLASTIC STABILITY OF ROD AND CYLINDRICAL 
SHELL UNDER LONGITUDINAL INTENSIVE LOADS

A. E. ARAKELIAN, L. A. MOVSISIAN

1»ՐԿՍ.8ՆԱԿԱՆ ԻՆՏԵՆՍԻՎ 1Դ11-ՆԱՎ11ՐՍՍ.Ն ԵՆԹԱՐԿՎԱԾ ԱՌԱԱԳԱՊԼԱՍՏԻԿ 
ՍՈ՛ԼԻ ԵՎ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱ։ԼԱՆ0հ հԱՑՈԻՆՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. II. ԱՌԱՔէՎՅԱՆ, Լ- IL ՄՈՎՍԻՍՑԱՆ

II. մ փ ո փ ո I մ

Դիտարկվում է ձող ի հ գլանային թաղանթի տոա ծղաս/լաստիկ կայու
նությունը, որի մի հղբում տեղի /, ունենում Հարված կամ աղղում է ժա
մանակին ղծային Համեմատական րեու Ենթադրվում է, որ աոաջացած լա- 
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րումներր գերազանցում են դինամիկական համ եմ ատականութ յան սահմս/նր։
Հաշվի է աոնվում երկայնական աքիրն հրի տարածվելը (սկգրնական Հարվա
ծային վիճակի անհամ ասեոսւթ յան ր վ և գրդսված վիճակի շարժման հավա
սարման մեջ տարրեր կտրվածքներում նյութի 
ամրակցմ ան ):

տարրեր վարրր (գծային

Տրված ր ե 1էի ե րևոնավորման տրագութ յանր համապատասխանող կա֊ 
յանությսւնր կորցնելու կրիտիկական երկարությունը կամ կրիտիկական ժտ֊ 
մանակր որոշվում I, ելնելով վերջավոր ժամանակահատվածի Համար կայա֊ 
նության //րիտերիայից։

Քննարկվում Լ, գե՚իորմ ա ցիա յի արագությունից կախված, Համեմասւա- 
/լանաթյան սահմանի մեծացման ազդեցությունը կրիտիկական երկարության 
արժերի վրա։

Ուսումնասիրվում է նաև մ ամ տնակի րնթացրում արված սկգրնական 
ճկվածրի շարժման ձևի փոփոխո\թ յուեր։
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