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Рассматривается контактная задача о вдавливании без трения 
жесткого прямоугольного в плане штампа в полупространство; мате­
риал которого находится в условиях установившейся ползучести со 
степенным законом состояния. В рамках принципа суперпозиции «обоб 
щепных» перемещений задача сводится к решению двумерного инте 
трального уравнения со степенным ядром Для его решения пред­
лагается некоторый метод последовательных приближений, эффектив­
ный для узкого штампа. В каждом приближении двумирное уравнение 
распадается на независимые одномерные уравнения. В качестве при­
мера рассмотрена задача для квадратного в плане штампа.

I. С помощью принципа суперпозиции «обобщенных» перемещений 
[1] рассматриваемая задача может быть сведена к уравнению [2]

Н (х,у>(5 (1.1)
S

.Здесь 5—область контакта, /\—множитель к уракненип состояния
(0,5<н<1) (1.2)

г=с(ц|— некоторая постоянная. 1^(х»у)—скорость осадки .штампа 
(связана с формой поверхности его подошвы), р(х. у) неизвестное 
контактное напряжение.

Представим ядро уравнения в вид? интеграла Фурье

В итоге в случае прямоугольной области 5 после введения безраз­
мерных п ременных х'=ха, у'=г=у;Ь (в дальнейшем штрихи опус­
каем) уравнение (1.1) примет вид

1՛ [ р(н. <0^, |у £ДХ. ,'|^--йг>),1Ху-”)|)^-/(X, У) (1.4) 

— 1—1 — *
М<1> !у|<1
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Здесь /—Ь/а-отношение сторон штампа, функция /(х. у) очевид­
ным образом выражается через П"(х. у)

Решение аналогичной плоской задачи изучено подробно [1] и даст 
для контактного напряжения особенность на острых кромках вида

(1Ту)-л/2, у_ 1 (1.5)
Такой же особенностью обладает и решение рассматриваемой здесь 
։адачи на гладких участках границы области контакта.

Будем искать решение уравнения (1.4) в виде разложения ио 
многочленам Гсгенбауэра, ортогональным на отрезке (1,1) с весом 
(1-у2)֊^

1 I-’* 1

֊ -ОД1՜՛1). л=А = 0
I1

<‘-6>

Такое представление заранее содержит требуемую особенность реше­
нии на сторонах ,у=±1. Подставляя ряд (1.G) в уравнение (1.4), ум­
ножая скалярно на (1—у՜) :ь'-С^_|‘,/2(у) и пользуясь значением интег­
рала [3]

'■ехр( WCJW ,, 7}
-■! A!rto\ ° 2? (Ь7) 

придем к бесконечной системе одномерных интегральных уравнений
I

У I 7*(и)^п | £.П*(/Л)ехр( й(х—к))^=/я(х), //-О, 1,2,... (1.8) 
— 1 -<V

И<1

I

*^Г(*+1- •?)(« 
/г’//!

Н)

Легко видеть, что в системе (1.8) присутствуют лишь тс члены, для 
которых п и к одной четности.

2. Предположим, что параметр X мал Исследуем поведение сим­
волов Апл(Хс) в пуле.

Лемма /. При малых а имеют .место асимптотические представле­
ния

«ла|«|л՜*» п.*£1г, п и Л одной четности

---------- |֊О(**), л=*=1, 2, ... (2.1)1_|л(т,)./ J-.^)
А-— П--х-

2/г
1

1 -
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Для получения первой опенки надо выделить первые (л—л)/2 
членов разложения бинома (ц՞— ^*) '>/2 в ряд по малым и и вос­
пользоваться табличным интегралом ‘3] о» рроизведения функций 
Бесселя и степенной функции Первым ненулевым членом окажется 
член, содержащий |а[ в степени |/г֊/г|, а остаточный член является 
малой величиной более высокого порядка малости. Для доказательства 
второго и третьего соотношений (2.1) используем интегральное пред 
ставление произведения функций Бесселя к воспользуемся значением 
интеграла

дх (2.2)
J (х24֊^)։+* 7
о

выражающегося через сумму двух гипер1еометрическнх функций [3]. 
Разлагая последние в ряды, получим представление исследуемых ин­
тегралов в виде суммы двух рядов по степеням |я|, откуда и выте­
кают 2-я и 3-я оценки (2.1).

Из леммы следует, что при малых /. । данными членами в системе 
(1.8) являются диагональные (при /« = /;). Поэтому перепишем ее в 
виде

I са
| -г.(и)Ли | /.«„(>.*) ехр (-/: (х-//))</; =/,..(*)- (2<з)

1 -и.
I л.

-£ | £„л(>Л)ехр( -п))</4, И<1. //=0, и 2» ...
-1 ֊-

Теперь для решения системы (2.3) естественно развить метод последо­
вательных приближений. На первом шаге решаем ряд отдельных 
одномерных уравнений

I т
I /-лЛ(^)ехр( -к(л'֊//))(/;-֊ /(л). х-|<1, /М, I. 2. ...

11 X (2.4)

со свободным членом /(л)= /я(л*). Для получения последующих при­
ближений подставляем полученные на предь тушем шаге решения в 
правую часть системы (2.3) и опять обращаем интегральные операто­
ры, стоящие в левой части системы Н-։ к:ыиом шаге необходимо ре­
шать уравнения вида (2.1). Такой подход является асимптотическим 
по малому параметру л к обычной сходимостью может нс обладать.

Для построения решения уравнения (2.4) исследуем еще пове­
дение символа при больших значениях аргумента.

Лемма 2. При а->оо имеет место асимптотическое представление



Для доказательства разложим функцию (ц’-г 2’) * ' а ряд по 1/|3| 
и проинтегрируем почленно по г( Каждый нз встречающихся при этом 
интегралов понимаем в обобщенном смысле, как аналитическое про 
дол женке. но показателю степени из той области комплексного пере­
менного, где рассматриваемые интегралы сходятся в обычном смысле. 
Правомерность такого подхода следует из [4] После этого утвержде­
ние леммы становится очевидным, если воспользоваться табличным 
интегралом от произведения функций Бесселя на стеленную функцию.

Кроме асимптотических оценок дли /-ля(а). полученных в леммах 
I и 2, отметим еще. что она является положительной на вещественной 
осн. Это обеспечивает существование, единственность и устойчивость 
решения уравнения (2.4) к малым возмущениям символа на вещест­
венной оси [5].

С учетом изложенного выше аппроксимируем символ ядра [6] 
(погрешность аппроксимации шнисит ОТ 'начения Параметра |». обыч­
но нс превышает 2(1% и ухудшается при стремлении р к I):

/ . L д-- 2 i—i*) П21

2*Г( 1 -։֊)Г (п+ 4)Г(л 4՜1՜’*) 

*;"=--------------- ——---------------

и перепишем уравнение (2.4) в виде
։/х »

I I ех =/(x)' И <-֊ л=°.1 •2- • • ■ (3.3)
-1/Х -00

Главный член асимптотики решения уравнения (3.3) при малых /. 
может быть записан [6] в мультипликативном виде

4-^(7 -*)/*(*). И<— (3.4)

При этом погранслойные функции <?։ и </. находятся из решения для 
полубесконечного штампа:

1՜ -/(- х ~)=2ч,;М. 0<.г<ес

О
(3.5) 

а «вырожденное» решение т'(х)—из задачи для бесконечного полосо­
вого штампа:

Н“М" = Ах>-2чг(х). |Х|<~ (3.6)

•» V
•/. Здесь построим решение уравнения Винера-Хопфа (3.5) на 

полуоси и уравнения на осн (3.6). с ирон »вольной правой частью g(x) 
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в специальном виде, содержащем пнп-1 рилы, понимаемые в обобщен­
ном смысле.

Введем следующие обозначения: = (л) (соответственно, <р-(х)) 
функция, равная ?(х) при д*>0 (х<0) и нулю при х<0 (х>0). 
Ф (х) (соответственно, Ф՜ (х))—значение на вещественной прямой 
функции Ф(֊~), аналитической в верхней (нижней) полуплоскости 
комплексного переменного Тогда уравнение (3.5) в образах Фурье 
примет вид [7]

О’.(х) 
(а;+^-^(*)+^(Х)- (/=1>2) (4Л)

Здесь Ц'(х)-образ функции <?֊(х). (7*(х)—функции £*(х), Ц,~(х) — 
некоторая функция. После факторизации

(а*+^х=)~:*'М(^-^ (4.2)

перепишем уравнение (4.1) в виде (индекс / временно опускаем)

. .V = (ся 1- ^.^),1/20’’(х)+(ая-ьЬп1х)'^-(х) (4.3)
<а~Ьп1х)^

Далее производим разложение функции

(пп ^а/л֊И (Г(х) ֊ Л- ’(л) -к Л '(х) (4.4)
причем, как это следует из формул С.пхоцкого [7].

Л'(л-):= 1 (7 $)[(<$ ^/л-)'--’О"(л-)1 (4.5)

Здесь / -единичный оператор, .$—сингулярный оператор с ядром Ко­
ши. Перепишем теперь соотношение (4.3) и виде [7]

■У,<Л\ Л—^<х)-/У-(.г)+К Л„/л)^4-(л-)- о (4.6՝
{а-Ьп1Х^֊

Отсюда следует, что

<№) -~(ля-^х):‘/'(«я ^/х^Дх) 4- (4.7)

I ~(ая֊Ш1Г‘‘Я(«я /2/г/х)''''б/ (д-)]
А*

Имеют место следующие связи между образами и оригиналами:

Ьп1х}^ Л— ~/1Лх}
г/. 1ЛТ 4/2
\ 2/

(Ял.1ЛАГ..г _ Л) 
г/_И1
\ 2/

поэтому переход в формуле (4.7) к оригиналам даст 
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4(*) = ֊֊{Мл-*£.) НЭДМА X (4.9)

Знаком * обозначена операция свертки. Здесь было учтено 
операционное соотношение (7]

$1£п.г?(л՛) —5Ф, если & -Ф
Равенство (4.9) можно переписать также в виде

О да с

также

(4.10)

| Л(х- y)dy I : Г/;(Л--

-® $ о
о °?.

у)с?у X

X J Л(* y)g(t)dt- | ii(x-y)dy (y)^(/)^4֊ 
у о

со

или окончательно

Интегралы понимаются в обобщенном смысле [8], как аналитическое 
продолжение по показателю степени ■> и степенных членах из области

—I. где сходимость обычная, до значения « = (1-р/2).
Аналогично можно получить реи равнения (3;6) В этом еле 

чае в формуле, аналогичной (4.9). не буАет ъ^пл*. вместо ; будет 
£, и окончательно приходим к результату

b՝ схр( - ^-(л*-у)) 7СХР( O)g(O 
:՛(-<)= _2л_ | -----------Ь------------- (Л. | ___________

] ( ֊у_ (х у)1 ■՛-՛

’! с о р е м а. Г.с.т интеграл

(Т֊у)И:^

(4.13)

(4.14)

сходится в обобщенном смысле, то функция (4.12) имеет при 
л*-»О особенность биди х-\1>'։.

Для доказательства сделаем во внутреннем интеграле (4.12) за­
мену переменной /—у = /', а во внешнем—замену у==л'у'. В резуль­
тате получим
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b՝ ’exP( / (1~У)*) *exp( ‘^Л/ДН-лук//
___-____ | _1_Z>  Л/у __ \_bg )_________  
_L\v^ÿ (l֊y)։^_____ /

Из этой формулы следует, что при а—О

(4.15) 
л>0

(4.16)

в обобщенном

(4.17)

(1.1) построен

Таким образом, теорема доказана, поскольку значение 
смысле интеграла

I I
(1у । _ ____ 2

(1—у)1+и/2 ! уН^/2 ~ и
О О • ■'

Таким образом, для решения исходного уравнения 
метод последовательных приближений, эффективный при малых зна­
чениях параметра Каждое приближение имеет на сторонах штампа 
нужную особенность. Однако предлагаемый подход нс позволяет в 
явном виде получи։» особенность решения в углах штампа. Для иссле­
дования этой проблемы необходимо было бы исходить из решения кон­
тактной задачи для клиновидного в плане штампа с углом раствора 
90°.

Пользуясь изложенным здесь методом для частного значения ц=1, 
можно легко получить решение задачи в линейном случае, что пред­
принималось—в геории крыла конечного размаха1 и в контактных 
задачах теории упругости2. Заметим однако, что в линейном случае 
третья оценка (2.1) нарушается, и для получения первого приближе­
ния (при и = 0) нужно решать уравнение с совершенно другим симво­
лом [9].

1 Грунтфест P. 1. Асимптотическая теория колебаний деформируемого кры­
ла Тез, докл. Весе научи, конф. «Смсш задачи механики деф, тела», ч. 2. Рос­
тов на-Дону. 1977. с. 77.

Ci/.itôaг.чн И .4. Построены՝ асимптотики решения контактной задачи для уз­
кого прямоугольного и плане штампа. 'Гез. докл. Весе. конф но теории упруго­
сти. Ерелаи. 1979. е. 322—325.

5. В качестве примера рассмотрим задачу о квадратном в плане 
штампе с плоским основанием.

В случае плоского основания штампа f(x, у) const. /л(х)=0 
(// = 1, 2, ... ),/о(л՜)—/и- Следовательно, при построении первого 
приближения (2.4) имеем ^0 (л=1. 2,...). Решение же урав­
нения Винера-Хопфа (3.5) при //=() имеет вид
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В ыч ис л я я обобщенные значения интегралов, входящих в (5.1), легко
получаем следующую формулу:

(5.2)

Здесь -[(а, л-)—неполная гамма-функция |10|.
Заметим, что это же решение (5.2) уравнения (3.5) при постоян­

ной правой части может быть получен.) и непосредственно, без при­
менения обобщенных значений интегралов.

Функция о(л') (4.13) вычичляется аналогично
-и(х) = а5г„ (5.3)

Далее функция у{(х) вычислялась по формуле (3.4), причем 
(1\ <1* ^4• 3 значения неполной гамма-функции брались по таблицам 
[111. Распределение контактного напряжения, полученное по первому 
приближению

*>= <5-4>

в случае ц—0,8 отражено в таблице Из таблицы видно, что значе­
ния напряжение . иммегрнчны относительно диагонали квадрата х—у 
с относительной погрешностью, не превосходящей 6%.

Таблица

у
0 0-2 0,4 0.6 0.8 0.9

0 0.824 0,836 0.875 0.964 Ы9 1,52
0.2 0.838 0,830 0.890 0,980 1,21 1,55
0.4 0,884 0.897 0,939 1.03 1,28 1.63
0.6 0.98». 1 ,00 1.05 Ы5 1,42 1,82
0.8 1.24 1,26 1.32 1.45 1.79 2,29
0.9 1.69 1,62 1.70 1.87 2,31 2,95

Автор выражает признательность И. X. Арутюняну за внимание 
к работе.

СОМТЛСТ РКОВ1.ГМ IX ТИЕ X )ХЫХЕАК СКЕЕР ТНЕОЯУ 
РОК Л КЕСТЛХОИЕЛК СОХ’ТАСТ ИЕОЮХ

М. А. ЗиМВАТ1АК
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ՀԱՍՏԱՏՎԱԾ ՈՉ ԳԾԱՏԵՆ ՍՈ'ԱՓ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ ԿՈՆՏԱԿՏԻ 
11ԻՂՎԱՆԿ8ԱՆ ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՀԱՄԱՐ

1Г. IL llllMri»llS?,Ub

IL մ փ и փ и I մ
Աշխատանրոէմ դիտարկվում / կոշտ ուղղանկյուն դրոշմի' >'Шninաաված 

ոչ դծային ււողրի պայմաններում գտնվող կիսատարածոէթյանր սեղմման խրն֊ 
դիրրւ я թն//Հանրացված. տեղափոխությունների վերադրման սկդրունրի ոդնու. 
թյս/մր խնդիրր կարող Լ րերվե/ ա աո ի ճ ան ա յին կ и ր ի ц ո վ երկչափ ինտեդ/tui/ 

IսւվU/l/Ա/րմԱէն, որի /ածման 'ամար աոաշսւրկվում / մի մեթոդ, որն արդյու­
նավետ Լ նեղ դրոշմների Համար: Այդ մեթոդի յարարանշյար րայ/ամ բավա­
կան է /ածե/ աոանձին միաչափ ինտեգրալ Հ ավա и արու մն հր ւ

Դիտարկված է րաոակոաի դրոշմի դես/րր։ Рվային արդյանրնհրր (fntjg 

են տա/իս. որ աշ/пшш անրու •/ աոո՚շադրվ ած եղանակր կարոդ Լ կիրաով ե/ ոչ 
միայն կոնտակտի նեղ տիրոյթների, այ/և Հավա и արակոդմ դրո շմն երի Հ uni ար /
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