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В настоящей статье исследуется устойчивость неоднородной бал­
ки. у которой один конец закреплен (по отношению к продольным 
перемещениям), а второй конец движется в сторону первого с постоян­
ной скоростью г. в двух случаях неоднородности: в предположении, 
что модуль упругости и плотность изменяются вдоль длины по произ­
вольным законам и модуль упругости н плотность по толщине кусоч­
но постоянны (случай слоистой балки).

I Устойчивое։ ь неоднородной балки. и которой модуль упругости 
и плотность материала изменяются вдоль длины.

Продольное движение: уравнение невозмущенного движения от­
носительно продольного 'перемещения и будет

д 
дх

... ч
£(*) —дх (1-1)(х)^

где /:(л') = Е0/(х) и у(х) = у^(х') произвольные функции.
Для определенности примем нулевые начальные условия 

ц=0, 4՜ ==0 при /=0 
д(

(1.2)

при следующих граничных условиях

/2=0 при х = 0, и=—с1- при х=1 (1.3)
Действующие в поперечных сечениях сжимающие напряжения 

определяются формулой

°=ад- (1.4)дх
Обозначим

■п = и+с1 х{1 (1.5)
Уравнения (1.1), начальные и краевые условия (1.2) и (1.3) при 

таких обозначениях приводятся к виду

±^ = Р(х)^0(х)/£_"\ (1.6)
аг дН ох1 \дх I /

г'-0, ^-=^сХ)1 при ^ = 0 (1.7)
д։
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т? = 0 при х=0 и х~! (1.8)
где 

а2=Е\/^, Р(х)=/(х)/?(х), Р(х)=//(х)/о(х) (1-9)
Представляя коэффициенты (1.6) в виде рядов

Р{х) = — — V р/{соз 7Лх, <?(х)= У, <7Л$1п'/.Ах, '/./.=г.1г! I (1.10)
2 л-։ л=։

где 
Г I

2 ГА—у | Р(Х)СО8’/ЛХ^Х, <7/,.— 

’о

— | 0(х)51п/.*х//х 
о

ищем решение (1.6) в виде

г»(х, ?)= У, <иА(^)$1п^х (1.11)

который удовлетворяет граничным условиям (1.8).
Подставляя (1.11) и (1.10) в (1.6) и производя некоторые пре­

образования. для неизвестных г'А.(/) получим бесконечную систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений

֊ “ X Л^-ЧьсЩ (1.12)
ал йР

где

-.2
Л»»^у(Рг»֊Л) (ЫЗ)

Л2 Л
<» •— (рь+п — Рь -ц) (- ■у (9/1-г-аН ?*-*)

здесь должны иметь в виду, что р п—Рг. и <?-«•= -<?«.
Учитывая (1.7), начальные условия для (1.12) будут

■»*=0, — ( 1)Л при <=0 (1.14)
<Н I к„

Таким образом, решение задачи (1.1) —(1.3) свелось к системе 
(1.12) с начальными условиями (1.14), то есть к задаче Коши, для 
которой применение метода редукции приводится, например, в [1].

Другой вид решения задачи о продольном колебании неоднород­
ной балки приведен, например, в [2], но для наших целей удобнее 
вышеприведенное решение.

Разлагая Е(х) в ряд

£(х)= ~ + У /лсо$) *х (1.15)
2

ГДЕ
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1
2 Г/л- ֊' | £(Х)С08АйХ(/л-

*0

И учитывая (1.4) к (1.15), для сжимающего напряжения получим

0 “ 7՜ + 2 °*со8 ' (1-16)
2 к֊ ։

где

'0՜ ‘-УсА)՜1՜ У ~ ~ У ( /А---7
г/лд! £• 1,-0
гЛ=/.^д, /г=1, 2.......... (1.17)

тк определяется из (1.12) (1.14).
Числовые результаты получены для безразмерного сжимающего 

напряжения с*з (Е^с'а) при неоднородностях вида:
случай (а) Дх) = 14-2x7, ?(х)=1 
и
случай (б) /(л)=Ц֊2(1—х//)» ?(х)=1.

На фиг. I (а) и (б) приведены распределения сжимающего напря­
жения для двух моментов времени ('=«/.՛/ ). соответственно, для 
случаев неоднородностей а) и б).

Методом Хеммннга интегрировались первые 10 и 15 уравнений 
из системы (1.12) Их результаты практически мало отличались друг 
от друга.

Возмущенное движение: уравнение устойчивости (уравнение воз­
мущенного движения) берем в виде

р(х)Л^ = 0 (1.18)
дх* <?х2] дх дх | дЕ
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где И(х) - /Г(л')./— изгпбиая жесткость. / и /7—соответственно, момент 
инерции п площадь понеречп՛ го сечения.

Предположим, что балка на концах шарнирно оперта

■К'=-— ^0 при Л'-О и Д=/ 
Эхг

(1.19)

Решение (1.18) ищем в виде ряда, удовлетворяющего условиям 
(1-19)

»(х, /)= V u>w(0slnA«x 
т—J

Представляем р(х) в виде ряда

(1.20)

?(х) = ^ +V ?*C()S/*x (1.21)
2 *-։

Подставляя (120) в (1/8). учитывая (1.15). (1.16) и (1.21). после 
некоторых преобразований для неизвестных wm(i) получим бесконеч­
ную систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

՝■*

£ (?,wrW֊Tr 4- У = /«=1,2,... (1.22)5՜։ *-։
где

2А'Btnk(f )—АяЛлр-т/ Д.7( /те—Л—Jm-l:) F(Зте — А-4՜ 'те fr)]
Если в качестве критического параметра брать критическое время, 

то его можно определи и. гак. как п [3. ••]. то есть -по—время, при 
котором «мгновенная частотам системы (1 22) равна нулю.

Итак, критическое ввемя есть наименьший корень уравнения 
det||/?,,,HA.-?)]| 0 (1.23)

Ниже приводится таблица i.i i Jr и ( У—Fl- Jr?—параметр гиб­
кости). при которых достигается заданное критическое время.

Первая строка соответствует неоднородности вида (а), вторая— 
неоднородности (б). Для сравнения, в третьей строке приведен случай 
однородной балки.
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1.3806
1.8667
1.8915

0.9615
0,9395
1.5538

0.7294
0.6447
1.0000

0.6510
0.57<>5
0.6984

0.4653
0,4805
0.6622

Вычисления производились тлл детерминантов третьего и четвертого 
порядков, результаты которых практически совпадали.

Из приведенной таблицы видно. ч'О в общем случае повышение 
модуля упругости не приводи! к увеличению критического времени.

2. Ус той ч шин ть слоистой балки.
Рассмотрим теперь многослойную балку । прямоугольным попе­

речным сечением, обшей тол цпчо։՛ Л составленную из нечетного 
числа (2«/—1) изотропных однородных слоев постоянной толщины, 
симметрично расположенных относительно срединной поверхности.

49
I Известия АН Армянской ССР Механика. №4



Будем исследовать устойчивость такой балки.
Для получения уравнения невозму шейного н возмущенного дви­

жения будем принимать гипотезы классической теории стержней [5] 
для всего пакета. При таких допущениях полученные уравнения по 
виду совпадают с уравнениями однородного стержня [4] с оговоркой, 
что под модулем упругое։и. плотностью и изгибнон жесткостью надо 
понимать их приведенные значения (6]

9 | W
А« > + Ï i)

ЛI >1

9 т
Р= ~~ ртч 1 Лт -1 4* Л«ч-։)

п
2 1 тo=-֊|em-lAU1+E^-A?+1)

где Eit о5—модуль упругости и плотность материала 5-го слоя, соот­
ветственно, fis—расстояние 5-го слоя от срединной поверхности.

Согласно [1] критическое время потери устойчивости определяется 
из (1.23), где

2/;йтй(/)= | а/Л; :-г») яр)' m=k 
՝ 5m4.fr) При m֊/k

-коэффициент разложения сжимающего напряжения в ряд

На фиг. 2 приведена зависи­
мость Хс.'л от чр, 
из которой при известной структу­
ре пакета для заданной скорости 
удара с можно определить крити­
ческое время потери устойчивости. 
В то же время, изменяя распреде­
ление слоев при одних и тех же 
материалах, можно получить раз­
личные критические времена (в 
частности, для композитов с раз­
личными углами армирования), го 
есть можно ставить вопрос о наи­
большем критическом времени или
скорости удара. Для примера рас­

смотрим трехслойный стержень Слои имеют одинаковую толщину и плот­
ность. В случае, когда модуль упругости среднего слоя в десять раз боль 
՛ ։е. чем модуль (/Го) наружных слоев.'.критическое время -0,25/<? 
получится при с-^1,04(//7)?я, в го время как, если слои расположить 
в обратном порядке, для достижения того же критического времени 
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необходимо’<?=5,23(Л//)2а. В֊ случае, когда модуль упругости всех 
трех слоев одинаков и равен критическая скорость равна с— 
₽=1,71(Л//)Ч

STABILITY OF ELASTIC NONHOMOGENEOUS BEAT 
SUBJECTED TO LONGITUDINAL IMPACT

А Ц ARAKELIAN

Ա1ՒԱԱԴԱԿԱՆ ԱՆՃԱՄԱՈԵՌ ՃԵԾԱՆԻ ԿԱՅՈՒՆՈԻԹՅՈՒՆՐ. 
ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՐՎԱԾԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա. ն. ԱՌԱՔԷԼ8ԱՆ

Ամփոփում

Աշխատանքում ուսումն ա սիրվ ում Ւ, անհամասեո հեծանի կայունո:թյանր, 
որի մի եզրը ամրայյված ! (երկայնական տեղափոխության նկատմամ ր)է 
իսկ մյուս եզրը յարմվու մ Լ հաստատուն արադո։ թ յամրւ Ընդունվում է. անհա* 
մ ա ս եոորթյան երկու դեււր>. աոտծդակւոնոէթքան քործակիզր ե խտությունը հե­
ծանի երկարությտմր ւիուիոխվում են կամ այական օրենքով ե րոտ հաստու- 
թյան կտոր աո կտոր 'աւրտատուն են (յերւոավ որ հեծան): Գտնված / տրված 
անհ ամ ւոււեոությանր 'ւսմաււրլլւււասիւան ււեղմոդ լարման րաշխում ր Հեծանի 
երկարո՛թյաւէր ե տրված ' արվ ածի սւրադությսւնը համապատասխան հեծանի 
կտյոէնոլթքոէնր կորզներււ կրիտիկական մամանակլւէ
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