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Векторное волновое уравнение Ламе для однородных изотропных 
упругих сред в осесимметричном случае может быть разделено на 
два независимых скалярных волновых уравнения [1]. В настоящей 
работе обобщается метод разделения векторного волнового уравнения 
Ламе в осесимметричном случае для слоисто-неоднородных изотроп­
ных упругих сред. Показано, что в этом случае векторное волновое 
уравнение для некоторых классов слоисто неоднородных упругих сред 
может быть разделено на три независимых скалярных линейных диф­
ференциальных уравнения второго порядка.

Рассмотрим распространение осесимметричных волн в неоднород­
ной изотропной упругой среде в пространстве при отсутствии внеш­
них массовых сил. Примем, что коэффициенты Ламе Ä. н и плотность 
о упругой среды зависят только от одной декартовой координаты г, 
Тогда непрерывные дифференциальные решения векторного волново­
го уравнения в перемещениях

gra<J|(/.-f-2p)<jiv«|—rot(prot/O i 2l1' I v • ~^ülvzz ?e>: rotz/1 —tl- =0 (1)
I ос I dt*֊

представим в виде

/г = о։(г)йга<.1Ф,(г, I) )го1 го|| '!>..(г. г, /)/.-Ц-го1|Фа(г, 2, /)7г]
(2)

где Ф։, Ф2, Ф3—квазипртенцпалы перемещения а: %(г). ^(^ -неиз­
вестные функиип, зависящие только от г; /..—орт по осн г.

Подставляя выражение (2) в уравне >ие (I). получим

։К^։(Ф։)Н<р2Г01 1^2р/.2(Фо)?г| 1 Г'П>1|г-^з(Ф3)£|4-

А=-^- /иФ։т А<^- +?.- rotk-’kio, А« — ֊
dz dt- (| dz

AA+A.-^MaJ=6 О)
dl- J i

где приняты обозначения:
/,(Ф։)^АФ1+ I £ft+ i(/<,

| ; < I dZ ; с ; О/՜
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— р,-— -л------ (& ■ Pi) ф<--------- -г?
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< h 2; '+2js zn=^i?i (jxt,;+2H,i)<?i G)

Z12=|(’ l֊!A)'?i+2:1 '•?։!? -2(?ùj>"?r (։l,՝?;)"?i

Zh=P'?i?j-(P'?i)’?i ; l:i = ։х9։?2-(^2+2,/'?:)'?2

z:։ = !(*•; *• /2j=(î'?i)'?2-(«'?2)"r2

Z24 — .&'?2?2~ (?'■?։) ?2

Если предположить, что механические свойства среды л, jt. р и неиз­
вестные функции ‘Ь.(с) и ?/(z) (/=1, 2) .удовлетворяют условиям

6/=О; /=1, 2; /=1,2,3, 4 (5)

уравнение (3) примет вид

?» grad[?f ?trot го։| 1 ?2гШ3(Ф2)Л | I '• гоК^-Л3(Ф3)/.)- -О

(6) 
где

*Г=</р; •иг^/ч

В трехмерном пространстве векторы

grad| Ь rnl roll«РГ’ ?г^К-з((1,2 )'-•]. r°t[^2^э(Фз)£ I

линейно независимы и, следовательно, из уравнения (6) получим

пга^Я?г։01рг'*/-1(Ф1)| = 0
(7) 

rot rol] ։'bupvU2(02)£|=0, rot|T’V-j((l>3)r?-|=0

В уравнениях (7) выражения ?;1?ip^;4,(<!>,). (Z=l, 2), т^/,д(Ф3) 
являются либо постоянными величинами, либо некоторыми функция­
ми времени /(/) (/=1, 2.3), которые можно принять равными нулю. 
В самом деле, если /.(/) не равно нулю, тогда вместо Ф, можно 
рассм атр и в а т ь к в аз и п оте н ц 11 а л

I 
Ф,=Ф,- VI С

о

Во всех случаях Ф/ (или Ф/) являются общими решениями сле­
дующих дифференциальных уравнений:

Л/(Ф/) = 0; /-1, 2, 3 (*)
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Таким образом, если механические свойства среды X. р, о и фун­
кции у((г), :4(г) удовлетворяю! условиям разделения (5). векторное 
уравнение (I) можно разделить на независимые линейные уравнения 
(8) для квазипотенциалов Ф։, Ф2. Фа. После некоторых преобразова­
ний уравнения (8) примут вид:

/•1(Ф1) = дФ1-+'7"‘|(7+1)^ 2^1֊р֊Н ЧАР:- Ь/Л + Р։|Ф1֊<-,—֊-О 
о г о

(»)

/.։(Ф։)= дФа֊Ч(7-Н)А 2/Л1֊-1(7Л)' Н(Р2 /^ДЛ|Фа-г?,-<֊-’=0 
дх д?

(Ю)

4։(Ф3)^Дф։+р,^-^։֊^=0 (И)
дх дР

где 7=^*;
Из уравнений (9)—(И) следует, что в слоисто-неоднородной сре­

де осесимметричная упругая волна представляет собой грн независи­

мо распространяющихся волны. Причем часть перемещения «, со­
ответствующая скалярному квазипотенциалу Ф։. переносится в прос­
транстве с переменной скоростью г>։ и является волной сжатия или 

расширения. Части перемещения и . соответствующие квазипотенциа­
лам Ф2, Ф3։ распространяются с другой переменной скоростью и2 и 
являются вертикальной и горизонтальной волнами сдвига.

Преобразуя (5), получим следующие условия разделения вектор­
ного волнового уравнения (I):

Рг֊7<7։-2/^=0; р^дх-ру (12)

(рЛ)Чфр> («?։)'-^=0 (13)

7/'2-&Кд.=’°; (с.՛^)'- К.?։ (14)

(;р2)' ̂ ֊Нр<7։)'-р<72 = 0 (15)

где /С—произвольная постоянная, 

= *—1»2

Система уравнений разделения (12)֊֊-(15) незамкнута и се можно 
решить при некоторых дополнительных условиях. Например, предпо­
лагая. что

то есть д^ру+рп /=1, 2 

система уравнений разделения (12)—(15) примет вид

Рх Рг֊Р', = 0; /44-7/^-^ = 0 (16)
01Л)' 1-М>?=К1Р; (։^2)' -1-^?2=Л'։р (17)

Условия разделения (16) —(17) впервые были получены Дж. Гу­
ком [2].
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Решение этой системы рассмотрено г работах (3, 4].
Предполагая далее, что в (9) -(II) и (12) —(15)

?1=г4а; то есть = у» = ^.4 А
получим известные результаты, описанные в работе [5].

Выделим некоторые специальные типы неоднородных упругих 
сред, .тля которых система уравнении разделения (12) —(15) имеет ре­
шение в элементарных функциях. Предполагая в системе уравнений 
(12) —(15), что

?1=?2՜’’*; ТО есть <7։=-^; 7-=֊֊ А
получим

f>=Po=const; Pi=—Ae2lk7(W) (18)

(OPJWÎ = Kf, (ср2)'֊Нр? = /<։ (19)

1(= ! р)л]'=(^)А{; КНр)^Г = ֊(;֊1‘П (20)

(?А)Ч֊м>?=(՝рЛ'֊№ (21 )

Упростим (18) —(21). тогда получим систему нелинейных диффе­
ренциальны  х у равнени й

2и'= ($-։< )^։ (22)

= (23)

2(p" Кх) = (< H/'î (24)

2р7лН(; ! ։՝)/'.!' (2-г>)
Интегрируя систему уравнений (24). (25), имеем

|1;-Н1)Лр = 4«֊ 2С,р- 2С։) (26)

где Л’1=2С:, С->—произвольная постоянная интегрирования.
Исключив из (26) pi ио формуле (22), получим 

2Я‘И=-Р)-2=С1Р ‘ С2- |С։| |С2|/'() (27)

Из уравнения (27) определим

5 = С^^1|1'։ С>!* ՛ С’ ■ н'։+2С։н+2С, 1 (28)

Подставив значения pi и £ вз (22) и (28) в (23), получим для р 
следующее дифференциальное уравнение:

«+С,)(н . ... , ,1' . 9r W,-|- (29)
\. г и - • 2Cj|i— 2С2 / Р

Уравнение (29) в случае С։=^0 и С>=0 можно привести к виду

</(ц'-С,г ■ f|,'» +- 2С,|. )=0 (30)

Из выражения (30) найдем первый интеграл
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у'* -»֊ 2С։и (31)

где 6։—произвольная постоянная.
Упростив (31), ийа’См следующее линейное уравнение:

^'+тг֊1!7г = -֊<с’г+0’) <32)

Общее решение уравнения (32) имеет вид 

? = (Ро-Со)/2-|-Со22; (С0-€.р0) (33)

В (33) приняты следующие обозначения: 

Р-(^о)=1*о; ։1,(2о)=1‘о; ^=(-г-г21)/(-го֊г^)

— ^0= ~ 1'1о_Н2<ГГ^)р<)]
О

Из (22) и (18) определяются с, р։ и р2:

; =» 3 б-дХ “; р ։ — р<ух 
гН--21

При. условии :։(г(1)= 1 и ։}>а(г0)^=1 из уравнении (4) получим

^)=/֊*
В этом случае независимые скалярные уравнения движения (9) — 

(II) примут вид

/.,(ф;)=дф;+ 2Н?' ф;--L **
Z(Z’+2a) dZ Z'‘(Z4 2a) 1 3ZS г)֊֊

0 (34)

Л2(ф:)=дф;_ 21(7-1 )Z։ | 2«(7 2)1 <N>: , 27(2? 8«)t|>._ Z n
Z(Z3 -2ö) dZ Z-(Z3 2a) " Z^ a d-r

(35)

А1(ФГ)=А<1>;
2(Z3—a) <M>; 3 —0 (36)

Z(Z’֊|-2a) dZ Z3_|_a d.:i ֊u

где

ФНФ,/(г, I г։Г; /=1.2,3; «=-1/^-1); , —
X \ <-|> / г l-'O 2(/ ~1

При Со—н0 (7=3) уравнения (34)—(36) приобретают простой вид.
\налогично в случае С։=0 и С,-^0 решение уравнения (29) мо­

жет быть получено в параметрическом виде.

ON THE PROPAGATION OF THE AXISYMMETRICAL WAVES IN 
THE STRATIFIED NON HOMOGENEOUS MEDIUM

S. G. SAI I AKI AN
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ՇԵՐՏԱՎՈՐ ԱՆՑԱՄԱՍԻԴ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ԱՈ-ԱՆՅ^ԱՍԻՄԻՏՐԻԿ 
ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. Դ. ՍւԱԱԿծԱն

Ամփոփում

Հոդվածում քննարկվում /; առանցք ասիմետրիկ, առաձգական ալիքների 
տարածում ր անվերջ, անհամասեո միջավայրում ։ Օգտագործելով պոտենցիալ­
ների եղանակր' Լամեի վեկտորական ալի քաւին հավասարումր տրոհվում /; 
երեք' իրարից անկախ սկալյար դիֆերենցիալ երկրորդ կարգի հավասարում­
ների։ Ա տարվել են Աղիքների տար ած մ ան իրարից անկախ սկալյար հավասա­
րումներ մի քանի անհամասեո առաձգական միջավայրերի համար։
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