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УСТОЙЧИВОСТЬ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

МКРТЧЯН П. А.

В работе выведены уравнения возмущенного движения вращаю
щейся сверхпроводящей сферической оболочки в стационарном неод
нородном магнитном поле. На основе этих уравнений исследуется по
ведение вращающейся оболочки в начальном однородном магнитном 
поле. Установлена возможность потери устойчивости невозмущенного 
состояния и получена формула для определения критического значе
ния напряженности магнитного поля, поп котором оболочка теряет ус
тойчивость. Аналогичная задача устойчивости вращающейся ферромаг
нитной цилиндрической оболочки в однородном магнитном ноле рас
смотрена в работе [1]

I. Пусть замкнутая сферическая оболочка постоянной толщины 
2Л и радиуса срединной поверхности /? вращается вокруг одного из 
своих диаметров с угловой скоростью <՛> и находится в постоянном во 
времени неоднородном магнитном поле Нп. Считается, что оболочка 
изготовлена из упругого изотропного материала и покрыта тонким сло
ем сверхпроводящего сплава. Упругие свойства материала оболочки 
характеризуются модулем упругости коэффициентом Пуассона V и 
плотностью о. Электромагнитные свойства среды, окружающей оболоч
ку, эквивалентны свойствам вакуума. Ортогональная система коорди
нат (а։, 7г. 7.3). вращающаяся вместе с оболочкой, выбирается так, 
что срединная поверхность оболочки отнесена к сферическим коорди
натам ап а2, (а։ -полярный угол, азимутальный), а хл направ
лена по нормали к срединной поверхности.

В отношении гонкой оболочки считается справедливой гипотеза 
недсформируемых нормалей. Принимается также, что угловая скорость 
вращения <•> такая, что выполняется условие квазистаннонарнноств 

(с—скорость света).
Известно, что при помещении сверхпроводящего тела в магнитное 

поле в его тонком поверхностном слое появляются экранирующие 
токи, препятствующие проникновению магнитного поля во внутрь тела 
Выталкивание магнитного поля приводит к изменению напояженности 
магнитного чоля В области вне тела Это изменение является резуль
татом наложения на поле магнитного поля создаваемого зкра
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пирующими токами. Поэтому невозмущенное магнитное ноле 11 = 
—/7ОН-77Попределяется из решения следующей задачи магнитостатики 
во внешней области (2]:

гоШ=0, 61у/7=0; НтЙ=/У0 (1.1)
г ж

где л0—единичный вектор внешней нормали к недеформированной 
поверхности 5 тела, г—радиус-вектор рассматриваемой точки.

Вследствие того, что магнитное пол? ио проникает в область, за
нимаемую оболочкой, на поверхности оболочки компоненты тензора 
напряжений Максвелла претерпеваю г разрыв. Этим разрывом обуслов

лено появление магнитного давления Рп, определяемого формулой (2]

Н2 *-л0 (1.2)
о 7»

Под действием нагрузки Ра в оболочке устанавливается началь
ное невозмущенное, состояние, характеризующееся вектором псреме- 

—• /Ч
тения и и тензором упругих напряжении з0. Характеристики всвоз- 
мущенного состояния определяются из следующих линейных уравне
ний равновесия и граничных условий на поверхности оболочки:

<И¥з'0=/?0 (1.3)

«о • V"
Ро при ?л = Л
О при я3=—/г

(1-4)

где /?0= -ршХ(шХг)-֊центробежная сила невозмущенного состояния, 
Характеристики возмущенного состояния («0-Ь «• ®04-г« ^4-А) 

должны удовлетворять нелинейным уравнениям и граничным усло
виям па деформированной поверхности оболочки. Принимая возмуще
ния малыми, эти уравнения и граничные условия, аналогично работе 
(3, 4]. линеаризуются. В результате получаются следующие линейные 
уравнения возмущенного состояния:

в области, занимаемой оболочкой

ХЧ, Л» Г • /7“// "*
Р4-з0(?«)*1-р—=/? (1.5)О1'

в области (з3>Л) вне тела оболочки

го1Л=0, б1¥/2=0

где R— —.«аХ{«>Х|г(ги)*—и(у г)*]}.
Решения уравнений (1.4) и (1 5) связаны следующими линеари

зованными условиями на поверхностях л3 = ± Лоболочкн:
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;.-,;о=(Р при з,-А (17)
10 при *5=—Л

л0[А+Й(?и)Ч «(?#)! ~0 (1.8)
Здесь

л Е Г 2/ - ~ — -- 1
3= ^77~Г т-^-^^+уи-Н?«)* (1-9)

2(1+*) [1—2* I

р=па ■ т. т„ = 1 (//։Л,+А^,) - (/7 • Н) (1.10) 
4՜ 4~

где £—единичный тензор, ?—оператор Гамильтона, (^«)*--транспо
нированный тензор V«.; Т— тензор напряжений Максвелла возмущен
ного состояния, символ Кронекера.

Принимая гипотезу Кнрхгофа-Лявя и ©средняя уравнения (1.5) 
по толщине оболочки, с учетом поверхностных условий (1.7) — (1.8) по՝ 
лучим двумерную систему разрешающих дифференциальных уравнений 
магнитоупругоети вращающейся сферической оболочки относительно 
перемещений срединной поверхности и՝. В эти уравнения входят 
неизвестные граничите значения компонент индуцированного магнит- 

кого поля А, которые определяются из уравнении (1.6) с учетом (I 8) 
и условия затухания возмущений на бесконечности [4]. В результате 
получаем замкнутую двумерную систему интегро-дифференциальных 
уравнений относительно функций w. т՛, w. Указанная система уравнений 
в случае, когда оболочка вращается вокру։ осн oz (фиг. I) с посто
янной угловой скоростью о. имеет следующий вид:

1 ГЯ/
Л, л,

Л2 /a . 1 । 1—* (11 1 Эад \ .------------ (А -2)® Н---------(---------- ---—)+ 3/?3<h։ I 2 \/?

, I֊*2 Н\ 
1'Sr.f-li Л,Л,

[/- (л,/-/;«՛) 
I д*}

(Ей.
Ж

I® = 0р(1—v*)u>: 
£

1 /<М2\* dw
А\\.дьу) длу

1 [ А* д oVJ , 1— ՝• f v 1 д®\ р(1 —**) Л ,
З/?3 ' R \/? Л, E dt' '

(1.Н)

l֊v3 p( 1 —V*)w3
E

da
A2S^E/t

Ir
ZR1

(Л-I- 1—/)(Д + 2)® p(l-v*) .
E " dP

՝ 1~>л H Tl(JL i
+ ՝2E/i ՝՝ /1Д.Г /i? ^7, tfa։/

35



\ ՛ 1.(4 (14 ՛ 4 1
д,/!, А2 аа։ £ау / 4-\Я։ д?х Л, д^/ |

, -''О—^)(,)* /А ֊ 4 £ «А=п
1 " £ \Л։ А\ )

Здесь индексом «+» отмечены значения соответствующих величин 
на поверхности оболочки «։ = А,

г$=2(1 cos90), cosO։i=cos$ cosa։ ֊- sin; slna։cos (т — я3) (1.12)

7j. TJ, 5° —усилия, характеризующие начальное нсвозмущенное сос
тояние оболочки» которые определяем, решая задачу (1.3) — (Ы).

Решения приведенных уравнений должны удовлетворять условиям 
непрерывности и однозначности на сфере.

На основе полученной системы рассмотрим задачу статической 
устойчивости сферической оболочки, которая вращается вокруг оси 
oz с постоянной угловой скоростью с) и находятся в однородном маг
нитном иоле с вектором напряженности /7П

/70 = A/n(sina։n։ — cosa։«a), A70=const (2.1)

где П1— единичные векторы по направлениям (1 — 1, 2, 3).
Нсвозмущенное магнитное поле определяется из решения задачи 

(1.1) и имеет вид

В силу (1.2) —(1.4) и (2.2) для усилий начального невозмущенного 
безмоментного состояния имеем

Т^=-‘1аВ.цп\, /•о=('2р/։/?»и,։_^')5|П։в 5»=0 (2.3)
4 \ 4 /

где 70 =« 9Л/5/32к.
Подставляя (2.2), (2.3) в систему (1.11) и исключая неизвестные 

и и г՛, рассматриваемую задачу устойчивости сводим к исследованию 
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следующего интегро-диффсрснпиального уравнения относительно нор
мального перемещения:

//г \ 5Да дА2 дю дгю / ЗД£\ 11
+(з7?л՜1՜՜՜') л;'Э1Г^ + л|^’+Ч1֊2а!/“'](՜

Решение уравнения (2.1) представим в виде разложения

ад- (У адАл(со$«х) )созйяг {к-^п, / = 2, 3,...) (2.5)
\|Г—{ /

где адл—неизвестные коэффициенты, /Л,А(х) —присоединенные функ
ции Лежандра.

Подставляя (2.5) в уравнение (2.4) и используя обычный процесс 
ортогонализации, после некоторых преобразований приходим к сле
дующей бесконечной системе алгебраических уравнений относительно

— V(/«=/. 11-1, 74-2, • •Л<л.) (2.6)
П'»/ 

где
й;„=4֊(^-2)' ■ '"’=т<т^

Р'<“ ^л —1 7
*21=Нт՜' । ^7,1 I- лЙг--« --1

*т—1 4՜ 7 I Рп"

-^.а+ВДи 2 + В^,.„.2 ]} (2.7)

В (2.7) Йот—частота собственных колебаний сферической оболочки 
в вакууме при отсутствии магнитного поля.

Да«= —— (--- !-----  12л*1—120//4—7л3—8л2—8/г 4-^(1 Ол1 -|-
4Хи֊3|л(2я+1)

- 31п’+л’-30л + 12)1 + —֊1|2л„(,.,-1)-*։(2<-„ ֊3)1!
/֊в— 1 -Г> '

ДИ!- (Ж)(«-Н֊1) „г С|„ : 6 8(1 -уН^-Зя-Ю)
"" 2(4л։-1) ‘ 1..-Ц-У
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ш, (д-н-! )(*-*+2) П2 г о 3(1- *)(Д“-Ь5/*+6)
‘°՜ 2(2П+1)(2Л+3) г +

8^=—^— 14Х, |-(4л.-15М»—2'~"(1՜1 '<>('՞՜1 1
4ХЯ—3[ Х„—1-Н

^(п= 2л(л-1-*)('*+*--1) j_.ll 10(л-2)
4л«-1 2(Ха-1 ( 0

(я-/Н֊1 )(/:-& 4-2) 2п и (1 : 0(л.» } 4// 
(2/М֊1)(2«4 3) “ ' X«—1-Н

(2-8)

Условием существования нетривиального решения системы (2.6) 
является равенство нулю следующего бесконечного определителя

Ртл֊֊СтпНО (2.9)
где Сил = -^/Й^л.

В силу (2.7) и (2.8) легко заметить, что бесконечный определи
тель, входящий в уравнение (2.9), относится к классу сходящихся 
(норм ал ьных) определителей.

Из уравнения (2.9) в первом приближении (п=‘п~1) для кри
тического значения внешнего магнитного поля, при котором оболочка 
теряет статическую устойчивость, получим следующую формулу:

/■/..= -֊ (2.Ю)о Ац;>
Из (2.10) следует, что увеличение скорости вращения приводит к 

увеличению критического значения напряженное։и внешнего магнит
ного поля. В табл. I для оболочки, изготовленной из алюминия {Е — 

Фиг. 1

-7 1010н/м; *=0,3; р=2.7-КРкг/м3) 
и покрытой тонким сверхпроводя
щим слоем сплава \Ьи8'п, когда

50 с՜1, /?=0,25 м, приведены 
минимальные шачення //0* по чис
лам волн п п А՛ при различных 
отношениях Л//?.

Таблица !

2/1 А* к- п 1п։л//м< <10’ кА/м) 
(А-.«)

1.50 13 13 8,9946
1:100 18 18 6,3113
1/125 21 21 5,6365
1/250 29 29 3,9622
1 5(Х) 41 41 2.79?4

Отметим, что для выбранного сплава критическое значение внеш
него магнитного поля, превышение которого приводит к разрушению 
сверхпроводящего свойства материала, Ик - !,('»• 10’ кД/м.

38



STABILITY OF A ROTATING SUPERCONDUCTIV E SPHERICAL 
SHELL IN A MAGNETIC FIELD

P. A. MKRTCHJAN

ՊՏՏՎՈՂ Դ1)1ԱԱ'ԼՈ1։ԴԻԱ ԴՆԳԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ 
ԿԱ311ԻՆ11ԻԹ:1ՈԻՆԻ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ

Պ. Հ. ՄհՐՏՋՑԱՆ

Ս. մ փ ո էի ո ւ մ

Աշխատանքում ստացված են պտտվող գերհաղորդիչ թաղանթի ղրգոված 

վիճակի շարէէման հավասարումները ստացիոնար անհամ ասեռ մաղնիսակսւն 
դաշտում։ Այդ հավասարումնհրի հիման վրա հետազոտված Լ պատվող թա
ղանթի վարքը սկզբնական համասեր։ մագնիսական դաշտում ։ Ցույց Լ տրր- 
ված Լգրգոված վիճակի կայունությունը կորցնե/ու հնարավորությունը Լ 
ստացված կ րանաձև' մագնիսական դաշտի յարվտծութ յան կրիտիկական ար- 
ծերի որոշմ ան համար, որի դեպքում թաղանթը կորցնում Լ կայունությունը։
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