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В работе дало замкнутое решение задачи о распределении на
пряжений в упругом гяжслом наклонном полупространстве I цилин
дрической круговой полостью, ось которой перпендикулярна граничной 
плоскости полупространства. Показано, что решение задачи неодно
значно. Неоднозначность есть следствие неопределенных граничных 
условий на бесконечности.

§ I. Постановка заданы и ее решение. Изотропный массив.

Рассмотрим наклонное упругое изотропное полупространство, та
кое, что нормаль к граничной плоскости этого полупространства на
правлена вовнутрь । составляет угол о I направлением силы тяжести. 
В полупространстве имеется лубокая цилиндрическая полость, ось 
которой параллельна нормали к граничной плоскости. Радиус круго
вой цилиндрической полости равен А*. Решать рассматриваемую Зада
чу удобно в цилиндрической спет, ме координат гОг, причем ось с сов
падает с осью полости, .1 начало координат расположено на пересе
чении оси цилиндрической иолочп и граничной плоскости полупрос
транства (фиг. I) Через <п ь г и направление силы тяжести проведем 
плоскость, ее пересечение < ։рамочной плоскостью полупространства 
даст прямую. Угол 0 будем отсчитыван, от этой прямой (фиг. I).

Если через р обозначить удельный нес породы массива, то рсоза, 
асо$5, — аь!пО будут составляющие массовой силы соответственно на 
оси г, г, причем о о&1па Отмстим, что рассматриваемая задача 
является неосесимметричной задачей теории упругости. Случай, когда 
направление веса совпадает с осью г ։’«-=0, симметричная задача) был 
рассмотрен С. Г. .'кхницким трансверсально анизотропной среды [I].

Условия равновесия в цилиндрической системе координат записы
ваются так:

+ ГС25_асо86=0
дг г дЬ дг г

д~га 1 6^8 д'ы , 2'/в -гл ,,— 1 — тгФ-------------- яз1п&=0 (1.1)
дг г д'1 \дг г
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I d’ti дъ 
г d& dz

— — pcos««=0 
г

где се. нормальные напряжения, а -в.-- касательные на
пряжения в цилиндрической системе координат.

Если через и. г.՛ и м/ обозна
чить перемещения по осям г, О, г, 
го нормальные деформации ег, ч, 
£г и сдвиги 70/, ,иг, 7/.- имеют такой 
вид:

ди 
«/•= - ֊, аг

dw ди
db dz

Деформации связаны с напряже
ниями законом Гука

£б,=;г- v(5s֊rM. 2G70. = ■:».-

2G70/—"5/ (1.3)
= ^(с/Доб), 2С7/г--/,

где Д—модуль Юнга, ■•’—коэффициент Пуассона, 6 -модуль второго 
рода, £=20(1 -v).

Сформулированную задачу представим как суперпозицию двух 
задач. Для решения первой задачи составляющие массовой силы в пер
вом и втором уравнениях системы (11) положим равными 0, то есть 
будем считать, что действуют только массовая сила по оси г, равная 
prosa. При решении второй задачи полагаем, что массовая сила име
ет только составляющую, перпендикулярную осп г. В этом случае и 
третьем уравнении системы (1.1) составляющую массовой силы сле
дует положить равной нулю.

Решения системы уравнений (1.1). (12). (1.3) должны удовлетво
рять граничным условиям

при г=0 з.=0, -/-=0, ’.». = 0 
при г=А* ог = 0, "/2=0. (1.4)

Первая задача решается в естественном предположении, что V — 
-0 и все функции зависят от г и г. Одновременно делается предпо
ложение. что */г=0. Решение первой задачи дано С. Г. .Чехнииким |1], 
эго решение можно представить в таком виде:
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1 4 v) /?’- 
— p£COS«, t/i=o, -(>r=0. « -—---------- oleosa, 'B’-O

1 —v Er'
(1.5)

l-v-2v« pz= 41 H) p/?3 , Г■iv=---------------- --—cos’----------------- cosaln----- -  const
2(l->) E 1-y E R

Для второй ш.тачи unit \t pi iik iiin? и следующей форме:

tt=HC0S9, ^=t'SlnO։ W = WCOS0. зг—C/.COSV, 3§=»a9COS&
(1.6)

q.= ;.COs9, ^“vftSlllO, x5_. = ^slnS, CO sQ
Черточка над функцией означает, что она зависит только от г.
Соотношения (1.6) подставим в системы (1.1), (1.2). (1-3). После 

некоторых преобразований получим

dar zr—Qi, - so 2sr?, - dtrt_ j------1------- = -a—--- ---------— -=й-т9;, — ֊1 --------------=0
dr r r dr г г dr г

(1.7)

Ef= —cosO, 2^- -г — sinO, e9— ֊—— cosO, 2'fa—z •— cosO 
dr r r dr

(1.8)
— . /dv и I- V \ . .e.=wcos&, 2 ,'/o = |-------------- I sin5

\dr r /

E. — =sr—’'(’8-| 3.-), - C—, E(u ■.•.՛)-гIз9—v(s, s?)|
dr r

(!.9)
rdw r.֊ - -,֊4 - r(dv w-ИЛTr.= —G ---- , E w=Q; - '/(a, i So)’ "Ог О I-------------- )

dr \dr r /

Исключим из четвертого и пятого уравнений системы (1.9) а полу
ченные уравнения сгруппируем в систему с третьим уравнением иисте 
мы (1.7)

^О_ + -֊=0, г\. 4 7„-о
dr dr

Система (1.10) имеет ])ешенне

И ■(I; = R

(1.Ю)

(I.H)
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в—произвольная постоянная.
Решение (1.11) удовлетворяет граничному условию

т,.=0 при г=Я



Имея решение (1 II). нетрудно найти выражение для перемещения к<

’2(Н»)֊Л(- | ֊) (1.12)

Выражение для о» (1.12) и третье уравнение системы (1.9) опреде
ляют -•

И՝)

Подставим выражения -г: и -о.- и первые два уравнения системы (1.7), 
после некоторых преобразовании получим

Г ~ м/ 1—---- |-’г6 — “ —<!Г~Ь ( — —
йг \г

Разность первого и второго уравнений системы (1.14) можно про
интегрировать

(1.15)

При получении соотношения (1.15) учитывалось, что при

г-R 5,=Т/О=0

Подставим 'гь из соотношения (1.15) в первое уравнение систе
мы (1.14) и определим выражение для

О,=г^42=, а(2г-^\ (Мб)
б/г \ г / \ г R-/

Исключая из первого, второго и шестого уравнений системы (1.9) и и 
с, получим условие совместности. Входящее в эти уравнения заме
ним согласно соотношению (1.13), а ”гв согласно соотношению (1.15). 
После некоторых преобразований условие совместности примет такой 
вид:

г ^ (1֊Ч _,г /Д - -2а (г- О
</г (1г \/^ г / \ г }

(1-17)

Уравнения (1.16) и (1-17) образуют систему относительно ~г и =5. Ре
шив згу систему, найдем и а».

. =/7 / _1 _ 4/Г-д/?֊(3֊2>) / г _ 1 \
V’ /г1/ 4(1—о V?2 г)

(1.18)
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п=-р(1 ЗА 4/?-а/?’(3-2>)/Зг 1\ Л Л
\Н /?-' 4(1-') Ч?2 г/ \ г' 1 \ г &)

Г произвольная постоянная.
При получении решения (1.18) учитывалось, что при г /? «г=0. 

Если подставить решения и -в (1.18) в выражение для с£ (1.13), то 
в будут члены 1/г и г, умноженные на некоторые комбинации из 
постоянных /?. Л и а. Приравняв их нулю, то есть, потребовав, что
бы всюду равнялось бы нулю, получим

В=^С-, Л= (1.19)
4 8

После получения значений Л и Л (1.19) можно найти выражения 
для напряжений и перемещений для второй задачи

З1п5

(1.20)

-(3-24(1՛ 4Л*1п —-(1+>)ЯЧ'-

§ 2. Выводы п заключение.

Полное решение задачи определения напряженого и деформиро
ванного состояний в упругом тяжелом наклонном изотропном масси
ве с цилиндрической круговой полостью представляет собой суперпози
цию решений (1.20) и (1.5).

Предложенное выше решение можно обобщить на случай, ког
да материал ш>лупростран<"1 на грансверСально анизотропен с плоско
стями изотропии, перпендикулярными осн с.
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Если в решениях (1.5) и (1.20) положить/?=?0։ получим решение 
для наклонного массива без полости

(1Г
СО** — ֊ (3 2')сО50

9')—--------— СОЗ? । — (" 2*)СО8&
I — > 8

а, —ргсо«л, ^.’=-г — собО, хо. г —$1п0, ֊—'-^з1пО
4 4 8

(2.1)

-֊•о ! -)(3 2-)г։ созС՛, г'=-1-(17 15>-2Аг' / 
4£| 4

51П$

]_>-2Л р2г Ч1-|-7) . ,
^'=-----------------— со$*---------------а г гсо$5—с

2(1—О Е 2Е

л, с—произвольные постоянные.
Следует обратить внимание, что даже очень малый наклон полу

пространства (а мало) качественно меняет решение. В выражениях 
для напряжений появляются члены, зависящие от г, а для перемеще
ний—члены, пропорциональные г-. В отличие от горизонтального по
лупространства н наклонном полупространстве при больших г напря
жения и перемещения беспредельно увеличиваются Такой рост напря
жений и перемещений встречался п в фу։ ։х задачах для бесконечных 
весомых областей, например, в работах [2, 3].

На полученное решение задачи о распределении напряжений в 
гяжслом наклонном полупространстве с круговым цилиндрическим 
вырезом можно наложить решения, которые нс изменят граничных ус
ловий (14). Физически эти решения отвечают отличным от получен
ных на бесконечности напряжениям н перемещениям. Например, на 
бесконечности (г *х>) можно приложить равномерное по : давление, 
различное в двух различных взаимно перпендикулярных направлени
ях. можно приложить равномерное по & давление, растущее линейно 
по 2 и г. д. Для некоторых из перечисленных случаев решение легко 
выписывается в замкнутом виде.

Так на суперпозицию решений (1 20) и (1.5) можно наложить ре
шение

Р и <7—произвольные постоянные.
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Решение (2.2) дает на бесконечности рост перемещений такой же. 
как и для наклонного полупространства.

Для задач, аналогичных рассматриваемой, физически нелогично 
рассматривать изменение силы тяжести. Такого рода задачи ставятся 
ДЛЯ определения напряженного и деформированного состояния в ка
ком то определенном районе, и нашем случае, в районе выемки. Поэ 
тому появление и гор» и «.впадин՛ при г-֊оо не интересует исследо
вателя как бесконечные перемещения концов длинной растягиваемой 
веревки.

Интересно, что некоторые* суперпозиции решений нс меняют удель
ной энергии упругой теформлции н<>. Если на решение (1.5) наложить 
решение (2.2) л подсчитать удельную энергию упругой деформации и» 
получим (а 0)

З.С б£ 1-7 " (2-3)

(/—полная энергия. К;՛.к видно нз соотношения (2.3), удельная энер
гия и.. не зависит от всестороннего давления на бесконечности </.

Что на решение (1.5) и (1.20) можно наложить решение, отвеча
ющее какой-то сжимающей на бесконечности силе, свидетельствует 
тот факт, что в решении (2.1) распределение напряжений и переме
щении зависит от выбранного начадя координат. Фактически ось ин 
линдрнческой полости в полученном решении (1.5) и (1.20) проходит 
через точку граничной плоскости полупространства, в которой все на
пряжения равны нулю, когда полос։!» отсутствует.

Если потребовать определенный вид распределения напряжений 
н перемещений на бесконечности (г—ос) пли ограничит։, рост переме
щений на бесконечности, то. вероятно, и некоторых случаях можно до
казать единственное|ь получающегося решения Согласно информа
ции. полученной от С. А. Назарова, это можно сделать для горизон
тального полупространства с цилиндрическим отверстием, то есть для 
решения (1.5) (при а = 0), данного С. Г. Лехннцким [1].

Было бы в определенном смысле логичным потребовать, чтобы 
перемещения в решении для полупространства с цилиндрической по
лостью не меняли бы характера роста при г -*֊оо по сравнению с слу
чаем. когда полость отсутствует. Этому требованию решение (1.5) и 
(1.20) не удовлетворяет. С появлением полости в перемещениях появ-

„ г ляется член, пропорциональный 1п—-.
R

Для горизонтального полупространства с цилиндрическим отвер
стием такому требованию удовлетворяют следующие напряжения и 
перемещения:

Зл=0, "Ч -- 0, 3,— — р£, "/9 = ^ — ~г:—0

гг р . 2х г-
и֊Т - ------ • г,=х°- ֊֊р ֊ СОП31Е 1—7 2с ՝2Е

(2-4)

47



Конечно, это решение, удовлетворяющее граничным условиям (1.4), 
дает другие соотношения при г—со.

Все сказанное свидетельствует о необходимости с большой осто
рожностью относиться । решениям, полученным для задач об упру
гом равновесии тяжелого полупространств.

Предположение о том. что рассматриваемую задачу можно решить 
как предельную и случае, когда полупространство имеет конечную по
лость. глубина которой увеличивается, очевидно, успеха нс будет иметь. 
При решении таких <ада՛.՛ рас мл грн. д- г« я большой массив с конечной 
выемкой, а на границах этого массива необходимо шллть какие то ус
ловия для напряжений и перемещений

ON THE AMBIGUITY OF SOLUTION OF THE PROBLEM OF 
ELASTIC EQUILIBRIUM OF HIGH WEIGHT SEMISPACE WITH A

CYLINDRICAL CAVITY
V. 0 GEOGDGAEV

ԴԼԱՆԱՅԻՆ ԽՈՌՈՉՈՎ ԱՌԱՉԳԱԿԱՆ, ԾԱՆՐ Կ1»1111ՏԱՐԱԾՈՒՌՅԱՆ 
ՀԱՎԱ11ԱՐԱԿՇՌ11ՒՌՅԱՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՈՉ 1Ո’ԱՐԺ1յ₽Ո1’ՌՅՈԻՆՈ

Վ Ո. ԴհՈԴՋԱեՎ

Ամփոփում

Աշխ էս տան րամ բերված է շրյանս/AL щ տնային խոոոլրվ աոաձէւական 
ծանր, piip կիսատարածուք! յան մեջ յարուսն երի բաշխման խնւյրի փակ յու- 
ծումն այն '/ Լպրում երբ խոռոչի աոանցրն ոէզոաՀայարյ է կիսաւոսւրտծա^ 
/խան սահմ անսւյին • ար/httpյանր Յույց Լ տրված, որ խնզրի րււծումր միար- 
մեր չէ, որն անվերջությունում եզրային պայմանն երի անորոշության !եսւե- 
վանր Լi
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