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СООТНОШЕНИЯ ЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ И МЕТОДЫ 
ВОЗБУЖДЕНИЯ ВОЛН ПОВЕРХНОСТНЫМИ ЭЛЕКТРОДАМИ 
В ПЬЕЗОКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ОБОЛОЧКАХ И ПЛАСТИНАХ

КУДРЯВЦЕВ I,. л.. ПАРТОН В 3. СЕНИК II. А.

Предлагается вариант теории гонки ; оболочек из пьсзоэлсктриче 
ских материалов, имеющих плоскость симметрии упругих свойств, па
раллельную срединной поверхности. В отличие от работы [I] задача 
приведения трехмерных уравнений элсктроупругости к двумерным 
уравнениям геории оболочек решается с привлечением гипотез клас
сической теория оболочек [2] и использованием метода символическо
го интегрирования А И. Лурье, что является обобщением результатов 
работы [3].

1. Рассмотрим пьезокристаллическую оболочку толщины // и свя
жем триортогоиальную систему координат («ц, «2. с линиями глав
ных кривизн срединной поверхности оболочки и нормалью к пой. Пред
полагается, что ось г ортогональна плоскости симметрии упругих 
свойств, а поверхности г= Л/2 могу։ быть как электроднрованными, 
гак и безэлектродными. причем жесткость электродов пренебрежимо 
мала и не учитывается. Уравнения состояния и выбранной системе 
коордпня! запишем в виде

7«сГ-е£ /5—в*/Ц-<?г* (1.1)

где :=i3n< С22’ =З.Ч’ 32Н *13’ 'ИМ £ ~ I £И» ՝3-” ^ЯЭ’ '2J' -«• -։2>'' ~

= {Г)Х, L),., I)*}՝ E — {EV Ev Е3}, причем ։,-/ -компоненты тензо
ров напряжений и деформаций, /Л, /2,—-компоненты кек горой элек
трической индукции и напряженности электрического поля, а ин
декс „т“ вверху обозначает транспонированную величину. Симмет
ричная матрица жесткостей С имеет компоненты clit (г՜, j = 1, ..., 6), 
матрица пьезокоэффициентов е размерности (6 3) имеет компоненты 
етп (т 1,... 6; л = 1, 2,3). матрица диэлектрической проницаемости 
&Л размерности (3X3) имеет компоненты £p,e>z, (/> = I. 2. 3), при
чем указанные выше матрицы имеют нулевые компоненты с' ,, с<-., с՝£г> 
(/ = 1, 2, 3; /г = 4, 5), е1;1, г?23. e3i,

При построении основных соотношений теории пьезокристалли
ческих оболочек используются следующие гипотезы:
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«/3 = 0 (/=1.2) (1.2)

«2, г)=Н«г М (I 3)
533 = 0 (1.4)

где <Л֊’>-{6ф>, буи/֊^}—компоненты вектора смещений. гг^то^,^) —
прогиб.

Использование предположений (1.2) совместно с первой группой 
уравнений (1.1) позволяет определи1Ь деформации сдвига «/3 в виде

^=<//А + *//:А (/ = 1.2) (1.5)
где

(еа‘ г՜ ~с^ ■,) с'?а — <?։56՛!-.)

^=֊(емс£-<г,»с£).'4. Л=«5)։- сДеД

Дальнейшее использование соотношений (1.5) совместно с выра
жениями Коши и предположен нем (1.3) позволяет установить закон 
распределения смещений 6 ;’(•!.’«.;) (/— I. по толщине обо* 
ломки

и^=иг\֊гг, ф | (1*6)
п

. „ / Ч 1.5д?сь «;= кД*։. »։). г,— —-------1-#/^', причем ия< тангенциаль-
Д/ ОЗ)

ные смещения точек срединной поверхности оболочки. Д/—коэффи
циенты ее первой квадратичной формы, /г,-главные кривизны

Полагая, что /г,՜ 1 (здесь и далее / ֊—1, 2), определим распре
деления деформаций ://. ;12 по толщине оболочки

= Ч + гх/ Н V V՜ I (^я^г! —
А} дл,

о
е

- тф- 1՜ (А-л.Д,+*-/։Я,)г/: (1.7)
Л։Д։ оз-з-/ .о

^-«+« *- £- /- ф [ (й։Л1+^,г։)(«+ 
И/. <722 Д։

о

+т-/т I 1 
/1։ <71։ .43 

о
где £;. х;, <•>, - определяются извеег .ымл соотношениями ,2|. Исполь
зование предположения (1.1) позволяет исключить в дальнейшем по
перечную деформацию г33 и представить выражена,। для напряжений 
:н. 325» о։։ и компоненты вектора электрической индукции в виде
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^3 f>3Jen “b^.'ï2£22_bÉÎ»;eJî ( l •

3u = t'n€i։ : ri?2î H՜ *1Л‘։ — ^«4 — t'31^j

3w = £,2tsu 4"^-26*i3՜ ^13^1 (1.8

'■'12= гб1€и _Ь£’б2'2*4-ссбе։2 ^«4 ~^2и^з s.vJ՝-3

^\~e\3z3\ +é’Ks22-l_£jrt5j2 “u^-i •*гп^з» H^iiï+^ens :2i^։’h£22^2

8и։ = е2|='йП (elteuc^ eiie2ici!i~eut>2!>l"l- “^'1X24* ։;)'(5?гД )i 

г xi - &з4 1 : ’ exJ Wrr« ) 1 • 7г = 2, G ; с „P1 — c niit

- (.. помощью формул (1,7), (1.9) уравнение электростатики 

(Ну/)-0 относительно потенциала электрического ноля ч может быть 
представлено в виде

+г® (4 'г 24 si )= /г |“г/* ( 2-1
Здесь 2/г = Л։ • k.. -средняя кривизна

/։= 7~Г I 5“ и2(£nSi! £jew)] -|- — PhO-îi-rlAü֊։ <-£aew)l[ Ф 
/Ц/Ц | Оя(/zrt

• (^1+^ 4'H 2*(4г1-1-4** te»
A=T7 l/M<?nzi ! м-4)1 +- —M։(^j r^tvl <-«')l ЯХЛ2 (a*։ С/л.
/?=_!_L.\ A A A d s- _£ 4i 0

Л։Л2 ' .A, rh։ l‘<7a <)x. “ Ô7n A.> d-j.• • в 1.ь л, » z

-t 4 ։/K à 1 d dVj à 1 d ()At I d
—— — - — — ՛ —— -------------------- ■ ■ ՛  

Л։ d-j.՝ л։ dj։ /Ц (?7j .1, ду.г Л։Л2 d*z /Ц à/x
-|- d~'J dA* • I >_e‘ 

Д։Лл Д2 аа2 |
d . â___ 1 d d2i д 1 d
Д2 àj2 .4 ։ Jzj /\.2 дл., Лj 07.2

dit дА^ l d_ di;, tf.A, 1 c) i , A, à 1 <) 
Л,Л։ длх Лх d'ix Л։Л2 длх Л2 дл2 | 11Л2 длй дхх

а Л А -1_ А । г/ А. А__ 1 ֊ ■ d —____— —
2֊,Л։ dлi Ла ^7.2 ''' Л2 дл.. Л։Л, дл.л ' 21 Дх длх Л։Д։ д*х

При выводе (2.1) предполагалось, что дЛ,’д^—А,, *՜՜^, где
/;?:■/? [I -характерный масштаб изменения ?) и величины порядка к։г 
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считались малыми по сравнению с единицей. Для интегрирования 
уравнения (2.1) применим метод А. И. Лурье аналогично тому, как 
это сделано в [3]. Тогда для оболочек, поверхности г—- ///2 кото
рых электродировапы и на них задано значение потенциала элсктри-
ческого поля.
уравнения для

\ 12/

рапное !- V’o. получаем следующие приближенные 
величин Фр Фр введенных в [3|:

i2ei’ V eo/ 2 6 720s.;; р

(2.2)

При этом распределение потенциала электрического поля по толщине 
оболочки будет

3^^ / 20г X 420^»)
2А3 \ /г У h3 °

Наличие малого параметра h՝ яри старших производных в (2.2) 
позволяет определить приближенные решения этих уравнений

Ф։=֊Л7։/( 12е.;.,). Ф... = 1/0А‘/6֊Л5/2 '(72fh;',)

и получить для потенциала электрического поля выражение

+ Ь—(Л 4-^/3) (2.4)
А в«зз

которое точно удовлетворяет условиям при z= h{2. Краевые условия 
для <|< на боковой поверхности оболочки при таком, подходе остались 
не выполненными, однако их влияние сказывается на расстояниях гш 
рядка толщины Л. Вдали от краев потенциал поля достаточно точно 
определяется формулой (2.4).

Используя формулы (1.6), (1.7). (2.4) и отбрасывая малые вели 
чипы, окончательно находим

= Uj±ZVj, 1ц = г{ [ (2.5)

Для электроднрованных оболочек усилия и моменты определяются 
соотношениями

S=Sl2=5„ = Cnt, | Ce3e34-Cfieo)֊24Vo (2.6)

Л/- M։s = M>, = D^x — DAi7.., 4֊ D^.

ЗдеСЬ Ctnn ~^me • кл&тг ՛ • 2

a4 — c\( 1 +r*~ )• aif—lr ( 1 '~7Г7^՜/’ вл*=^Д1-грг-гтк

Уравнения равновесия (или движения) могут быть получены пу
тем интегрирования трехмерных уравнений равновесия (движения). 
Для электроднрованных оболочек эти уравнения будут иметь обычный 
вид.
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3. Для оболочки, поверхности ՝= А/2 которой нсэлектрэдиро* 
ваны и граничат с вакуумом, для Ф, и Фа получаем следующие 
уравнении:

л (՛ & д 1
70Ф։ = ~Г~Л Т֊ । } е»з5а Х + Г~ I Л։(^гГ^^Ч+^бш)1 4֊

. ч.. 1 Оу у

4- 2ЛЛ(^։е։ 4 <?^34 V) (3 1)

/ Ла/։ Л*£‘\(* - ֊77֊ ֊ 4=4- )Ф։ = Л’^.еН- 12^) 1^)
\ IV °'33/

д5=_1_ ։-А^А\+2։.и.А-+։-йД^
А2А2 '֊Л, дад/ 1 <?я։да2 Зяг \Л2 (?а2/|

Приближенное решение второго из этих уравнений может быть опре 
делено в форме

Фа - Л։(6>ги51 ՛ 1"^з5и>^ О25зз) ^./г'ОЗ&зз) (3,2)

Здесь А®, £|—некоторые эллиптические операторы.

Распределение потенциала электрического поля по толщине обо
лочки дается формулой

? = ф։/Л 4 (127Л-/?) (24^)1 £?Ф։4-А(^х։4 е^2 ^)|4 

4г(4г*-ЗА*)Л/(24^)Н г(езЛ г <,ег4 (3.3)
где

/.? = £?-£֊’ |-з^2

В соответствии с формулами (1.6'. (3.3) определим распределе
ние тангенциальных смещений по толщине оболочки

</}•*>=։«, т г-ь-у £7аГн_*&. + ^дФЛ 0-1.2) 
Л\ Д։ с?У։ .12 <?>-2 /

(3.4)

Распределение леформаний определи՛ гея с учетом (3.4).
Для усилий в моментов, определяемых обычным образом через 

напряжения [2]. после отбрасывание малых величин имеем следую
щие соотношения;

7;—С /։&։ । ■
«֊Чу (?(Ь։ е^/ <?Ф|

(>я։ А2 д?..

С Л- , | /-• , <?Ф1 <?Ф1 /■>5=сме։ 4 СГ125г4Седш -Г — -Г- ֊ — (3.5)
<4^ О' \ • • 2 V 2

Л1/ = /Ъгд-Ь Дуйт4.И;, (/= 1, 2)

Н=0^7.1—£)в2х2 !-А)йв-4^/'
Здесь

М’=--!с- А/1 £.\. ±/± ±\4
121 11 Лг Эах\.Л։ д-л^) Ах дчх\ А2 дз2) Дг42 да. \ДХ дах
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Яу, 2>_у д 2 дА,А/п д
Аа б/дл/ 11 I Лг <'?’..\.41 д?л՛ .4. дл} А9 дк/ .4։?1. <?7, \.4։

Для

С:.-а{]/1

(3 6)

тояиные
н Н3 имеем формулы, которые следуют из (3.6), если пос- 
гп’ Сп* с»в заменить на ^։, и с\, Л*2. < соответствен-

но.
Уравнения движения для оболочки

рерхностями выводятся обычным
< ноэлектроднрованными по- 
образом из уравнений движе

ния сплошной среды. Поскольку распределение смещений б՛7/1 для не- 
ЭЛектроднрованной оболочки отличается дополнительными слагаемы
ми от распределения 6^ для обычных оболочек, то это различие сох
ранится в в уравнениях движения.

4. В качестве примера использования полученных выше формул
рассмотрена задача возбуждения поперечных колебаний круглого дис
ка радиуса R с иеэлектроднрованными ториевыми поверхностями и 
системой 2т электродов на цилиндрической поверхности. Предпола
галось, что по контуру диск жестко заделан. Схема подключения 
электродов приведена на фиг. 1. Поставленная задача сводится к ре
шению уравнений

у։Ф։=0. (?гу5—'«)«г=0 (4.1)

Здесь Р—-плотность.
^-оператор Лапласа

П — частота, 
в полярных

координатах. Решение уравнений 
(4.1) должно удовлетворять усло
виям при г = Я

Ф։-1А։й. 0^<9', <)Ф,/аг = 0

„ (<| V

в'<е<8", и՛ 0, —-----0<С<Г. </,։=г1։/г' (4.2)
дг Ь дг

Для ад получено выражение

•±(Г. (Г, Лу 1 (֊1уау^„V X (4.3)

X |/г:(2л4-1)('/ *М«(2А+։>(>*р)— А-нгл՛; п(' *)/т(.։с4|ехр(г[ (Ат—1/2)0 - 0^]) 
где коэффициенты а* определялись из решения электростатической
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задачи. ։)—известные величины, зависящие от геометрии диска.
О —«6/6", ). ./.(...) -функции Бесселя, о—г//?, X, =/./?, Резонанс
ные частоты определяются корнями уравнении

^=4й(2А- !)('.;■ 1)-|(г й) — К։С2к -1)(՜' *)4п(?*т 1) (4.4)

А՛

Мл)

1 2 3 4

0 4,611 7,799 10.958 11.109
1 7.144 10,573 13.795 17,005

Таблица

В таблице приведено значение первых четырех корней уравнения (4.4) 
при к=0; 1 для диска с двумя электродами.

CONSTUTIVE RELATIONS OF ELECTROELASTICITY AND 
METHODS OF WAVE EXCITATION IN PIEZOELECTRIC SHELLS

AND PLATES BY MEANS OF SURFACE ELECTRODES
B. A. KLDRAVTZEV, V. Z. PARTON, N. A. SEN1K

Պ|4ւ9.111»311Ի1։1յ’).|ԼՅԻՆ IHI.I.lHMIblI’ |ւՎ |*ՍՂԱՆ1>Ն1>1։11Ի1ր 1րԱ.Կ1։ք՝հ’1,ր»1’:>ԹԱ31Ն 
1;1.|յ1։Տ1՝ՈԴՆ1;1'ՈՎ ԱԼ1*4’Ն1;Ր1’ ԴՐԴ114111.Ն ւրԱՒ11ԴՆ1?Րւ; ||Վ

1;1.Ա1|ՏՐ1ԼԱ1Ն1ԼԶԴ11.Կ1ԼՆՈհԹՅ|Լ1|» Ա^ՆԱՈ1«1>:31Ո’ՆՆ1յՐ1՝.

P. IL ։|ՈԻԴՐ8ԱՎ8ԵՎ, «Լ. Ա. ՊԱՐՏՈՆ. Ն. II.. ՍԵՆ1Պ

B. մ փ ո փ и I մ

Առաջարկված են րարակ ռլիեգոէլեկտրական թաղանթների մ ոգեթւերւ 
է^ա գ ան քէն եր ի արւոարին մ ակ ե p հ ու ւ ք}ն ե « ր (քարող են пл! րողՀսողեո Л Աէծկվ шЛ 
էինել էլեկտրոդներով կամ էլեկտրողավորված չլինել։ Որս(ես օրինակ դի
տարկված է գլանայքւն մակերեււ։ ւթի վրա գրգռվող էլեկսւրււգների Համակարգ 
ւււնէ/րող Հաստութ յամր րևեոարված կլոր ոկաւ/առակի լսյյնտկան տարոանամ֊ 
ների գրգռման խնգիրր։
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