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ОБ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ЦВЕЛОДУВ И. К)

/. Рассмотрим односвязное тело объема тс поверхностью S, для ко­
торого полные деформации складываются из упругих, подчиняю­
щихся закону Гука, и деформаций ползучести

= /=1» 2> 3) (!•!)

где о*/—компоненты тензора напряжений. akimn=amnnt —компоненты 
тензора упругих податливостей, суммирование по повторяющимся ин­
дексам производится от 1 до 3. Компоненты полной деформации пред­
полагаются малыми и выражающимися через компоненты вектора пе­
ремещений известными соотношениями Конги.

Материал тела считаем »©упрочняющимся в процессе ползучести, 
так что скорости деформаций (точка здесь и в дальнейшем
обозначает дифференцирование по времени) являются функциями толь­
ко напряжении

у.аг-4w(3««) (Ä,/, от, д=1. 2, 3) (1.2)
Функции (1.2) предполагаются дифференцируемыми it для бес­

конечно малых приращений ^л-.՛ и соответствующих нм приращений 
удовлетвори юти ми нер а венству

(1.3)
выражающему известный постулат устойчивости Друккера для вяз­
ких деформаций.

Сформулируем задачу о деформировании исходного тела в задан­
ное: какие перемещения нужно мгновенно сообщить поверхности тела 
(считаем, что массовые силы отсутствуют) в момент времени /=0, 
чтобы, оставляя их фиксированными и течение времени /*, в момент 
/ = после снятия внешних нагрузок н соответствующей упругой раз­
грузки получить заданные значения остаточных перемещений ик-иное:. 
на 5? При этом предполагаем, что при /<Ч) толп находилось в естест­
венном недеформ ярованном состоянии.

Можно доказать, что если решение такой релаксационной задачи 
для тела, определяющие уравнения деформирования которого имеют 
вид (I I). (1.2) с дополнительным ограничением (1.3). существует, то 
для сжимаемого при ползучести тела (т.ль^0) оно будет единственным 
по напряжениям при 0 /<7,: солтветстпующпе перемещения могут
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отличаться только на величину смещения тела как жесткого целого, 
Для несжимаемого при ползучести тела (т,у=0) два решения для по­
ля напряжений при могут отличаться только на величину
произвольного постоянного во всем объеме и во времени I плростатнче- 
скоп։ давления, причем этого произвола не будет, если на части по­
верхности известны ншчпние нагрузки или <։тна ит диагональных ком 
нонеит тензора напряжении (как. например, в случае плоского папря 
женного состояния)

Доказательство этого утверждения вполне аналогично представ­
ленным в [I. 2] для подобных ։адач, поэтому цесь нс приводится.

2. Рассмотрим частный случай указанной релаксационной тадачн, 
когда тело представляет собой изотропную тонкую пластинку и мож­
но говорить о плоском напряженном состоянии Как отмечалось выше, 
решение такой задачи будет единственным. Выберем прямоугольную 
декартову систему координат так. чтобы плоскость Оху совпала с сре­
динной плоскостью пластинки. В качестве (1.2) возьмем общеприня­
тые однородные степени п функции [3]. Тогда для скоростей полных 
деформаций будем иметь

(2.1)
, 1 —~ • 3
'•-?= -- — <> у " 1 -- =.гу

где Е модуль Юнга, ՛ коэффициент Пуассона, Ву п—константы 
ползучести, х-. _ интенсивность напряжений. В
дальнейшем считаем, что //>1, что обеспечивает выполнимость (1.3) 
Н.21-

Прелположим, что после деформирования в течение времени I, 
и последующего снятия внешних нагрузок перемещения к.., ну точек 
границы А должны иметь вид:
«г==г|х ±ъиЛ1(х. у)-\-#ихз(х, у)֊}-... |, и,.=с| у-|֊аи..,( х, у)- г՝2и,:(х,у) |֊...|

(2.2)
где с. 6—константы. 0<6<1, то есть могут быть представлены в ви­
де рядов ио степеням малого параметра 0. Для определенности поло­
жим с>0.

Для решения этой задачи может быть применен метод возмуще­
ний [4]. Так при 6--0 условия (2.2) соответствуют однородному де­
формированному состоянию, вызванному равномерным растяжением 
по осям х и у Решение для этого нулевого приближения может быть 
получено в замкнутом виде.

Действительно, при положим: их=с^х, и-у^соу на Л,
где с0>0—неизвестная константа. Тогда, очевидно, в пластине будем 
иметь однородное напряженно-деформированное состояние: г..=.гу=с1>,
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։^։,=зО. ох=з5у=о0(/), оХ).=вО при 0 причем при /=0 %(0)=
А

՛—с0. Функцию з0=з0(/) определяем из условия; $.,=^.=50, то есть, 
1-4

| —7 . Д
как следует из (2.1), ------ «04 -«0М, откуда с учетом начального

£ 2
условия получим

*о(О=
Е . я , В л-1 / Е V. _

-----  ф4֊ — -(------ И 1 1 -> 0 2-----\ 1~* / (2-3)

При /=/* после снятия внешних нагрузок для остаточных де- 

формаций будем иметь ։11С-,-гунс։ ,=с0 ««(М* Эта величина в 

силу граничных условий (2.2) для нулевого приближения должна 
равняться с, следовательно, из (2.3) найдем

I я В(п—\) / Е у, 1’ 
со~ 4՜՞+ , (-7---р. 'т" = с2 \ !—V /

(2.4) относительно
Жл-1)/ Е у 
тта •

Легко видеть, что уравнение 

ко один корень, причем с<ес,<г 4

(2.4)

с0 имеет толь- 
1

1—л.

Для нахождения последующих приближений все напряжения, 
перемещения н деформации при представляем в виде рядов
по степеням < Используя обычную методику |4], из (2.И для ско­
ростей полных деформаций /с-ого приближения получим

£у*

дйх/г 
дх

ди?* 
ду

^-(^л-л ’«у*)4՜
4

(п 3)( = ,й—'■,՛*) • г։*о*

В-п 1
—— (и 1՛ 3)( 5уй—*։эл-А) 4 %о* (25)

4

= г 'Д' 4
В-зп 1
-- -— ( П 4՜ 3 ) ( 1 4֊ ֊'։) 54 1-уОЛ

Едх
£дуй

координат и

времени, зависящие от компонент напряжений нс выше А—1 прибли­
жения. Так для первого приближения ’глуу! —О, для второго

1?хО2=-у֊— (л-1)1 (^49)?;, (л֊3)5п(зп4֊2=.«.)-֊ 12з֊п |

^ОП՜2тм.о>= (п- п [ (п - 9) 5?.,—(п-3) 3 Д! (3. ։ 4- 2з у ։) -12-32 у։ ]

’З.гуОЗ —
ДД3.ч ֊2
--- -----  (Л— 1 )з.гу։(3 г։— 5у1)
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В дальнейшем индексы „Л* в (2.5) всюду опустим, считая функ­
ции Tjio. ‘'ho. >jxyo известными для каждого рассматриваемого прибли­
жения.

Получим общие выражения для напряжений и перемещений 
при 0</<7+. Для этого введем функцию напряжений Ф Ф(х, у, О» 
так что |5|;

д2Ф д-Ф (РФ
~ t У "Я» « □ . I . -

ду2 дх* дхду (2-6)

Подставляя (2.5), (2.6) в известное уравнение совместности ско- 
росте» деформаций и учитывая (2.3), получим

ДДФ- (а4-/н) »ДДФ=/-’0(х, у, О (2.7)

где ДД—бигармовический оператор, а ■■
4фл( , 2(4-1)

। 3) ’ *-(1֊>)(и+3)’

р - Е֊ ^rof/ _ ^»о\ 
\ дхду дх2 ду2 /

Интегрируя обыкновенное дифференциальное уравнение (2.7) (от­
носительно ДДФ) но времени и учитывая, что при /=0 ДДФ 0 (что 
соответствует упругому распределению напряжений), найдем

t 
ДДФ=(а | (а- F.dt

о
(2.8)

Предполагая, что функции ^Ло. >}уо, т,хуо при любом яв­
ляются аналитическими в занятой пластиной области плоскости и пе­
реходя к комплексным переменным е х /у, г=гх—/у, (2.8) можно 
представить в форме

16 /тн=~^а+Ь1'1՜ ։'‘ 1՝(а *'),'։ (й “ й+2 <2-9>дг^дх2 .! \дх2 ох2 дгдг /
о

_ _ I
где \'(£, г, 1)—ф(^֊֊, ~2^’ ։ (^0—‘ЧгоЧ- 2^ж>-о)^. е-=

<ь 
I I

" | (^0-^-2^г>о)^, I - | (^хО-Иуо)^. (При указанной замене все 
о о

аналитические функции переменных х и у аналитически продолжа­

ются в область комплексных значений при подстановке: х=-——,

у = -—при этом £ и £ считаются независимыми комплексными 
21

переменными. Законность такой замены и соответствующих операций
доказана в [6]).
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Общее решение (2.9) запишем в виде

Г=И0(г. £ I) 1\(с, г, /)ф 1։(л 7, I) (2.10)
I л г

где 1/0=-^(й-|-Ю- |,։” | («- /"= | 0'*аг}(1х

0 0 0

Т. 7 .՛ 7
К а ФУНК111В։ К ” V,—бигармо-

о 6 о’о
начни, то есть V', ' |г^(г, /) г?,('Т0 I л('» О л(7,/)| (/-1.2)

15], причем последние выбираются таким образом, что сумма Ц։ - V՜, 
соответствует решению, дающему нулевые нагрузки па /. в любой 
момент /: а Г5 решению задачи теории упругости с задан­
ными граничными условиями, зависящими от времени Введем обоз­
начения: <рг. ?='■!»։ -^։. где ■51=х.(/=1, 2), штрих обозначает
дифференцирование по г.

Компоненты напряжений определяются из соотношений (2.6), 
которые в переменных г, г можно записать как

д2 Г дг Vоу֊3лф 2/^ = .Г— (2,11)
Ох-

Опрелелим компоненты перемещений и их скоростей при 
для чего из первого уравнения (2.5) вычтем второе и при­

бавим третье, умноженное на 21. Получившееся равенство с введе­
нием комплексного перемещения ь? и, 1иу и с учетом (2.3), (2.11) 
можно представить в виде

2^0/ _ 4(14֊у) 0^1/_4( 1-р,) дг I' _ у 
дг “ Е дх֊ ~Е\а]Ы) дг*

откуда

, (2.12)
Е о г Е{а-ГЫ)дг 2

о
Неизвестную функцию /г=/։(£, О» входящую в (2.12), определим из 
условия удовлетворения сумме первых двух уравнений (2.5), которую 
можно записать к форме

। 4(£ >) г/:1՛ !(!->)) д' I/
дг дх Е дгдг Е(а-^ Ь1) дхдх

Подставляя (2.12) и аналогичное представление для оу в (2.13)
4 / - <$ ' \и учитывая выражение (2.10) для V, получим } \------( ? - ------- ) :-

Е \ а—Ь1/

37



, 4 10 возможно ТОЛЬКО

а֊гЫ
=1С1((), МО—действительная функция, откуда /х(г,/) =

4 / . 1Л \
—(? • -------) | ;-с,(/). МО -комплексная функция. Отбрасы-
£ \ а ~Ы/ 

вая в выражении для /։ члены с2, дающие только жесткое сме­
щение, и учитывая (2.10), (2.12), после некоторых упрощений найдем

дао_2$£к_±(д+^)-1^.|. -Ц.Л -^(Л-у.Л+2«Н 
£ дг 8 д?

(2.14)
+ (хф—֊֊֊у (*։?—■*?'—Ф)» *= ֊֊—> *։ =

Е Е(а-±Ы) 1֊Н Н >1

Интегрируя (2.14) по времени от 0 до / и приводя некоторые 
выкладки, получим

I
‘Ы)֊1»-^= |\а֊^М)՝ ь ֊'•(/՝՝ ±Ё^2а)М - —- 

и
! - -

Х(Г֊«Г 2<?) 1՛ (2.15)
Е Е 3 а Ь։о

В (2.15) учтено, что при /=0 Г=£=ф=О.
После разгрузки при /-=£* будем иметь выражения для остаточ­

ных напряжений и перемещений, получающиеся из (2.10), (2.11), 
(2.15) путем вычитания членов, соответствующих значениям функ­
ций ф2 ?2(-,0 и в этот момент времени. Так для остаточ­
ных перемещений найдем

(г, 7)т֊Л | (2.16)
Е ? а ~Ыо

е1(г,1)- (а *(.)-1;‘'|՝(а */)>'»-։4=(^-|֊А 2(?)Л -1±1 -^Х 
8 .! Ог 8 дг

о

X (/?-х/֊4֊2<2)Ь-/Л-Цтг?;Цт-1 I
Е Е } а } Ы

о
Из общих соотношений (2.10), (2.14), (2.16) очевидна последо­

вательность решения исходной релаксационной задачи для любого 
приближения. Но известным значениям О, Е~;(г, г, ?),
/ = /(г. г,/) находятся Л, Л, ф. (2, являющиеся функциями тех 
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же переменных т, : н /, з следовательно. из (2.10) и 14= ^(г, г, /)•

Затем на £ вычисляется значение ? 4 с—֊ = 2—=, которое
дх ду дг

компенсируется выбором функций о, - ?։(г,/) и I). Эта зада­
ча рассмотрена в |5|. После того, как найдены <р։ и ^1։ для функций

-,,(>)= Г (2.17)
3 и , М 3 аА-Ы
ъ о

| _ _
из (2.16) получим на I.: Л (Мз“г?з~ М “ ^т. -Яг где правая 

£.
часть этого равенства известна. Подобная задача нахождения ?։ и 
также рассмотрена в [5].

Кроме того, поскольку при 0</<7* та=0 на £, из (2.14) най­
дем:

х?2-£?;—£ + —֊—Ок 
аД-Ы

ё,(г. г, 0= (а I */) ‘֊^ ֊ ֊= (/г֊^+2<2) ֊
1 +• ■* дх 8 аг

. • А _ _ 1 ' V
-(х?։-2?1֊-<|>,) - —Д=֊—։֊ (2.18)

1-| *
Граничное условие (2.18) с дополнительными соотношениями 

(2.17) служит для нахождения функций с>?=?2(^, 0 и '?2 = '•?։(-» О-
Не останавливаясь па простых, по громоздких выкладках, осно­

ванных на использовании полученных выше зависимостей и общих 
приемов [5]. в качестве примера приведем решение задачи о круглой 
пластинке единичного радиуса, которая в момент ( I* после снятия 
внёишпх нагрузок должна иметь остаточные радиальное и окружное 
перемещения на границе £ :«,==<?- оясозЗб. иь ЗЗбй-ЗО,

Решение дли нулевого приближения дается формулами (2.3), 
(2.4), то есть при следует задать иа £ перемещения: и?~сп,
«*=0, при этом радиальное напряжение з, з0(/).

Для первого приближения будем иметь:

Ц>=*-*,=0. ?,(г. 1)= ~ (« -«) Щ\ «г,<)=
1 V X

Л 4/) 4 I—-— —-(а- М)'ь. -|-£)а(а-р/?/) 6 Ь2
1 I > 7.

А,1=’3—’ -(« 1 ^*) •' ’

Отсюда следует, что на границе до момента разгрузки при 
.4 Д

надо фиксировать перемещения и-г-г'и.^—а՜ 3՜ ՝ , а“ГР2о, 
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при этом внешние нагрузки на /. при О определяются следу-
£• Г4/Л £21 4 110ЩИ.М образом: з, ха^ =------ ---- (а-\Ь1) /• ՛ з -*-2Ь>.Дй Ь1) <>՜^ |

I 4՜ ՝' I у- 1»
з=е'6.

Получение второго и последующих приближений не вызывает 
•никакие принципиальных затруднений, однако соответствующие вы­
ражения очень громоздки, поэтому здесь не приводятся.

ON AN INVERSE PROBLEM IN THE CREEP THEORY

1. Yu. TSVELODUB

ՍՈՂՔԻ ՏԻ11Ո1>ԹՅԱՆ 1ГЬ ՀԱԿԱԴԱՐ!! ԽՆԴՐԻ 11։Ա11ԻՆ

ւ». апь. ачьцгмнФ

II. մ փ ո փ ո, ւ մ

Ապացուցված Լ սողըի աեսէէւթյան հակադարձ էւելակսացքւա յի խնդրի 
չՈէծման միակության թեորեմ[<: ԳրէքՈՈէմների մեթոդով ըաըակ սայի Համար 
ստացված [- այղ խնդրի ընդհանուր յսւծէսմր, երր սայի վերջնական վիճակը 
ըիշ Հ տարրերվու մ Համասեռ դեֆորմ ացվածրից։
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