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ПОРКШЕЯН В. М

Возрастающие масштабы практического использования полиме­
ров и композитов привели к необходимости экспериментального ис­
следования и теоретического обоснования физических, и частности, 
термомеханических процессов в средах данного типа. Особый интерес 
вызывает изучение гермовязкоупруги?: тонкостенных конструкций [1 — 
6].

В настоящей работе рассмотрен случай осесимметричных цикли­
ческих колебании оболочек вращения с учетом связности тепловых и 
механических эффектов. Гипотеза термореологической простоты мате­
риала не привлекается; при постановке краевой задачи учитывается 
осциллирующая составляющая емпературного поля [6].

Решение исходной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений 14 порядка осуществляется разложением полей переме­
щений и температур на регулярную и погранслойную составляющие.

Особенность исследуемой задачи состоит в том. что при построении 
ногранслоя принципиально невозможно ввести локальную систему 
координат у краев оболочки, использование которой позволило бы 
одновременно удовлетворить всем граничным условиям. Указанная 
трудность преодолевается в работе построением двух существенно 
различных погранслосв.

1. Постановка задачи. Рассматривается тонкая термовязкоупругая, 
анизотропная, неоднородная оболочка вращения толщины // с глав 
ними радиусами кривизны /?, и R..: ,! ₽-.•<'* И качестве криво
линейных координат выбираются толщипная координата д угол х, 
образованный осью вращения и нормалью к срединной поверхности, 
н угол поворота произвольного осевого сечения оболочки

х0^х^х։;

Используемая в настоящей работе модель термовязкоупругой 
среды получена на основе традиционного термодинамического анали­
за одного частного представления функционала свободной энергии 
Гельмгольца, рассмотренного в работе [7],
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р4(/)= [ 1'1-1^«' (Г, л т, г,) '2^1 -¥Л'(г.Лг _
V՛ I 2 д- дг, д-. дт,

1 , , . д9(л) ОД . .
- —/п(г./. т, т;)—---------—

2 О' (?г,

где /(г, /, 7.) /[г, Т(г, /-■:),ел/(г. Ь 7), Т(г. /-т}), гк1(г, /-•<,), 7\гЛ), 
^тп(г,1),(—I — т}], Ь(()-Т(г. О—Т(г, 0); г—радиус-вектор мате­
риальных точек.

Предлагаемая модель способна отразить ряд свойств реальных 
полимеров: эффекты механической и тепловой «памяти»; зависимость 
термомеханических характеристик материала как от предистории, так 
и от текущих значений деформаций и температуры. В случае гармо­
нических колебаний около положения равновесия определяющие 
уравнения для тензора напряжений и энтропии, совместные со вторым 
законом термодинамики в форме неравенства Клаузиуса-Дюгема, 
имеют вид. аналогичны!։ соотношениям Д юга мел я-Нейман а в теории 
термоупругости, [7]:

(т, '^ЦТ, р5 = ®я/,(7՜,/‘о)г,;/ф/л( Г, *«>)9 (1.1)

где эя-г' комплексный тензор напряжений; .$՝- удельная комплексная 
энтропия.

В работе [6] из принципа Лагранжа, гипотез Кирхгоффа-Лява, 
допущения о линейном законе распределения температуры по толщи­
не с учетом определяющих уравнений (1.1) получена следующая при­
веденная система уравнений движения и теплопроводности для осе- 
сим м ст р и ч н ы х дсфо р м а ц и й:

о։ о։
а1н"-|-д2«л4-ад«Ч-еа4та"'-феа5та"фа6™' — <1-ы = \-Aji՛-фг 1Л3&֊| /1,9

ггЬлы"-\-;-Ь-'ы' Ь^ш —
о I II ։ 0 1

=^4.510"фе5Л/-^'-фгВ49/+б-1^Ч֊ (1.2)
о 10 10։ о 0101

ес։Г' \-1-с2Т"-}-гс2Т'֊^гс^Т՛ у-сь7՝ 1С9Т~-с.^*?С(и, -ю, и', та', та'. Т, Т, 9, 6)
О 10 10 1 1 0 10 1

'֊с7лТ"+^Т"-^(73Т' ^Г'^Т-д.Т (7.^֊С(и, м. и!՝ и>՛, та", Т, Г, 0,6)
О 1 О 10 1^,о 0 10 1

гсх()'г -£ас29"—2С39' , ес// б'5б- '-с£ <֊՝-= ^О{иу гг՛, и', и՛', и.՛1', 7’, Т, 0, 6)
О 10 1 <» 1 _ I 0101

. ! <.9-^ =з-£)(п, та, и'. та\ та ", 7՝. Т, 0, 9)

Граничные условия на боковых поверхностях (х=х0> вы­
бираются в одном из следующих сочетаний:

.4/)-^5/)-ОДф-Р«), /=!. 2, 3; /, Д=1, 2,
где 

/I л л п
А 1) Т|Хл=Т;; 0|Хк=9;, д. А=о. 1

О 1-1
2) Сс.Т — еп^Т'-гелТ\х^д\
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_
еп. ։б'-|.ел0|л.л=^‘А, п, £=0. 1

11 ։ и I
3) е„Г ՝е., ,7' | $,_,Т • ?,|^=0

0 ։ о ।
^'4-^л-1в/Н-5/^֊г-5л+։б-т^я|хА=0; л, 6=0, I

В «кг«»’ 

0 1 2) Р^֊Р։ч ; да* А^Чда I *=0.1

С I) <л==®;

2) (]3и г<].^"' 4да%да'4-да-Ив9'+?в$'Ч֊ ?։09—
+<мк»=/>;. *=0. 1

О 1) да].ГА=«.; 
<> I

2) ^«Ч^"т^^"-г/4«’г-|-/5-а'Ч-/в0+/Лд=/И;. 6=0, 1

Здесь 7'(д-, !}=Т(х) Ке[9(л)ехр(/м|*)]—абсолютная температура обо- 
/11-/<м 

0 1 14 (*-
лочкн; Т(х)=Т -гТ—-- I Т(х, усредненная за цикл колебаний

I 
о ։

температура; 0=9 »9 — 9, /гл. амплитуда осциллирующей составляю­
щей температурного поля; (? ехр(/ю/)--суммарное нормальное давле­

ние на лицевых поверхностях оболочки, р=г~сф; и=н,4-

« — комплексное перемещение вдоль меридиана; и»=то։-|- 
6

^։с=—, й՛—комплексный прогиб; ( —; е= —; /'=/— 1; /?=
Л йх R

0 1 0 1 0 1 о>
=тпах(/?р Я); ₽и2)=/?г.(2|; Р(Т. Т)=Ра(Т, Т)^Р.(Т. Т)^Р,(Т. Л.
И
Р-(а!, Ду, /?„ су. г/у, е„ ру. д},

Коэффициенты Р/ весьма громоздкие; ограничимся выражениями 
л

для С, имеющими смысл усредненной диссипации (с точностью до 
„> * *

слагаемого — /?‘’+1лг։|5,|а), и 
2

Ц I.- 0 0 0 0 Л-г! 0 1 10
С = — А**՜1՜1 | 3|Л/«Н։/) -I ^2пр:И1 -Ь (1.3)

0 1 10 Х-ДЗ 11 11 А О о о о
4- аи/бшг: •£’^/*/(е-2Я/з2^4-е։л/вНу)4-<р«/(бх^у--0։е1яу)4-

*+10 1 10 11 1 10 *+2 11 11
՝ Мь/-^92е1«/)- £“^'?1Л/(&1Е2’»/-
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ъ о о о п л+г 0 1 10 о։ ։ о
—(6։22я/ /?&2г?я/Ч-9։в։я;- Т^е^,)—

*֊2 11 11
—22/??^(02е2л/ ;-9։в։л/)]

О I: О 4֊1 I А О А-4-1 1 
И—ю#* 1\Т($Чпкпг+*2?ч( £п^тЪ-\-*Я |

1 *4 1 О А . 2 1 А+Ю Л-2 1
-| $^(е?л/ел/~£2?л/М ՛' /яОн-е/?/п б)|, А=0, 1

о 1 0 1 О I
Здесь Вг-^՝(7՝, Т, 7՝, ю) №^к{(Т. 'Г, <••)—комплексный тен-

0 1
зор модулей материала; гл/=ел; 7в?л/—комплексный тензор

0 1 0 1 0 1
деформаций; уп1 (7՜, 7', 7«) ==©*•'(7’, 7՝, ю) Т, о>) — приведенный

0 1 0 1
комплексный тензор теплового расширения: т(Т, Т, ш)—тг(Т, Лю)

о I
Ч-/7?г2(7, Т. ю)—приведенный комплексный коэффициент теплоемкости; 
к О I Л/2 0 1
/ЧТ, Т)=Л֊* ( Л(7Ч^Т. г)гЧг.

Компоненты тензора деформаций имеют вид 

у ~и' т 2 /ы'~н\' 
$11—:1Г’ геЦ— ( ---------  )

Г| л \ Г, /

2. Выбор разрешающих функций. Ite нарушая общности, поло­
жим, что Q—0(t) и заданы следующие граничные условия:

к к к h
: £1р/;։+ ...), «|.ч=ц;=£ в (2.1)

wj Б՜՜37՜’ и’р+е~1та/’։-г • • .. -a/'lx^wj =е гК’*.0-е՜3,2 w*։ 4֊ . . .

где /=(Г. 0): А,/-0. I; р„=- ’ ; -I.

Решение системы (1 2) строится в виде

z=zi(x)4-zn(c1) Z’H(;։) Z’'(:2)-1-Z4I(;2) 
где 

OU 11
z=(ffi» gi- «. w); gx-{T. 0); g.=(T. 6)

x=x0H֊ s ’' • ;2=a-0 4- — s1 f2ij=x, — s ;։

g}(x>-g\^f2g\x - zg\^~ • • 7=0. 1 (2.2)

a»(x)=se-J(a։n—e։'-«j-r-»Ki4-...). w։(x)=ss-1(arj-ri1--,?w|—•••)

-«ЦЕ ..)

■cy"($j)=4. zw՝2՝ ...) (2.3)
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֊^в’+ ... &|։(Ч)=« ?֊. .)

(2.4) 

и»|(^)=а4»4-з»/^«н-}-ад}«Ч֊ • •.. ю։,Чч)=»УЧ«,^։,Ч։*'У| + • • •

7”(Е։) и 2|||(’,։) имеют такой же вид.
Повышение (или понижение) порядка малости по с краевых усло­

вий и нагрузки Ц приводит к повышению (или понижению) порядка 
малое։ и значений разрешающих функций (2.2) —(2.4), ио не изменяй] 
общей схемы решения задачи.

В настоящей работе при реализации первого и второго итераци­
онных процессов ограничимся определением главных членов в раз- 
ложеннях (2.2) —(2.4), поскольку все последующие находятся ана­
логично.

В дальнейшем в очевидных случаях индексы ( )>, ( )։|, ( )“’ 
опускаем.

3. Первый итерационный процесс. Переходим к построению ре­
гулярного решения. После подстановки 12.2) в (1.2) с учетом раз­
ложения коэффициентов

0 1 0 1 0 0 1 10 1
(ау. ЛЛ С1, Г)~У(Т. 7)= >'(7..Т0)^Г(Тв, То) .

получаем последовательность систем обыкновенных дифференциаль-
О I О : 

ных уравнений относительно Г,, 7/, О/, «/, ®/, у=0, I,...
Введем обозначения

/=(Г,0); О=(Г։, Г); ^=(^„ </:)

На первом этапе имеем
В .՝ о о

Л(^=-֊. —У*՜*'
Перемещения и и прогибы а- определяются из следующих уравне­
ний:

/?։(х)п;4-Л(л)п(;ч-Л1(х)ч0=Л4(А'). трв(х)= (3.1)
Ьъ

Здесь Г։(х)«---А։— д։-. Л,(х)=а5—й, ( -- ) — а?— —а-
\*л / Ь*

Г,(х)=^֊ие А՛) ^։(х)=ав-п<А)-аА

\А/ \ Х\/ 1><
О О О О 00 00 0 0

С/=С/о; ау=пд>: *»=<?■ МД; аа=Л,01) • ЯД

Выбор метода решения уравнения (3.1) связан, в основном, с 
геометрией оболочки. Для оболочек, замкнутых в полюсе, коэффи­
циенты Л1(х), А։«= 1, 2. 3 имеют особенность при Л’— 0; в этим случае 
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ограниченное решение уравнения определяется с точностью до одной 
константы О’.

Анализ последующих систем позволяет получить регулярное 
решение, удовлетворяющее исходно»’։ системе (1.2) с любой заданной 
точностью по »•.

4. Второй итерационный процесс. Для нахождения первого по- 
гранслоя у края х=х։ вводится локальная координата х-х,—

Как и при построении регулярного решения, первый погранслой 
находится из последовательное г н снсге.м полученных подст.чнонкой 
(2.3) в однородную систему (1.2) с замен« и х па

Главные члены разложения (2.3), удовлетворяющие условию 
убывания при <ю, определяются «• гочносы.ю д<» четырех постоян­
ных Ор, /«1. 2, з, 4 

о I // О I ,!
Т0=С>‘ехр(Л;), Ги ехр(*-), 0а=6։.'ехр (&;). 4 О'»» ехр(А’Я)

(4.1) 

ио=А/։ехр(/.։։)+^ехр(Х,О /7лехр(£5) 

«’0=6|։։еХр(/։5)4 ^։1ехр(/Л)4-//О'^ехр(А:)

где р^-\-р^-трг—^), Ке(>1։)<0; Н—Вх В5Н֊ (—+ —Ла։
\*«1 Чх /

Нц—(֊'>д-— 1)0», *=0, 1 
\а։ а։ /•* /

^з=( —— - — -*)Ор; Р:=^~ -֊'Л; р,=ье--$ая—!■ ь
\й7 а3 R к а՝/ а։ я։

а с (1 ” 0-
а- ■ ; Ве(*)<0;

Чх сА-слс13
О (I О 9 О

С{=с^\ и,/=с1^, В =Вр. .-Ь=.4.; //Г=/Дд-=хг)=//(5 = 0)

Для получения второго погранслой у края х=х։ вводится ло­
кальная координата

л=х,-£:.

После замени х на . и подстановьн (2.4) в однородную систе­
му (1.2) получаем последовательность систем для определения 

(Т?. Т/. 0Р О/, и/.
Убывающее при решеии* первой системы находится с 

точностью до двух постоянных (7; н О1.1՛: 
о 10 ।
70- -ЛК7[”ехр(<.). 7’0 -6|||ехр(О^-Л/ОМ’ехрСь). 6!||ехр(т;)

и0=
О«1» АЬ՝ а.В 

7 ՝,3Ь1 ~а3Ь0
СХр(1',).

,.}|11 Ва. 1-АЬа , .. «о Ч"-;’—т^ехр(Т.)
а։А,-и։//0
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где

'.7+^=0. Ке(()<0; Л1=^--— ֊<-, А-А.М-А,. Л=--Д,ЛЦ Й, 
<4 I

С С С /* 0 О
^=^1- <А —. -- -И, — -<Л, —, а/=а/0, “ $/о

С1 С1 С1 С1

О О О 0 0
<■'7=^0. л։=а^ л. = д/։/)О=/>(х=л-1)=//(;-о)

Построением второго иогранслоя завершается решение задачи: 
наличие семи произвольных констант позволяет удовлетворить всем 
граничным условиям при л՛— л՛,.

Петра «слои при х=х^ строятся аналогичным образом.
В заключение коротко воспроизведем схему построения решения.

I) Выбором констант (О՝'։)о и ((7[:)0 однозначно определяется 
НИоо ՛■ _

вектор /ро, удовлетворяющий краевым условиям

Ло(?л=О) = .Ао
։

2) Выбором констант (О}։|)о и (Ч1’)# определяется вектор /Щ 
такой, что

7м(ч*=0)-| /14(«*=0)=/и

о
3) И снова, выбором констант (б’։)։ н (О'1 )։ определяется /Д’- 

вектор из условий
0 0 0,0
Д1(^=0)-| А1,1(^=о)4-/|о(л-=хй)=/;։

и т. д.
Перемещения и и прогибы ы строятся по следующей схеме.
1) Используя (О|։)в и (С'% находим прогиб удовлетворяю­

щий вместе со своей производной краевым условиям

^'ао(«а=О) — ®;;о, (аЛо)'(’-с—0)=^д-о

2) Выбором константы (О^,)о определяются

/^0(А—х,)4-/ги =п;0
и т. д.

5. Некоторые выводы и замечания. Проведенный анализ право- 
| мочен, если выполнено следующее условие:

£<П1ах{|Р/|} (5.1)

то есть для сравнительно слабых нагружений, малых частот колеба­
ний и тонких оболочек. Очевидно, что при этом нс приходится ожи­
дать значительного теплообразования в оболочке. Это обстоятельство 
позволяет пренебречь в исходных уравнениях нелинейностью, которая

О 1
обусловлена зависимостью Р от 7՜ и 7‘. А именно, полагаем
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О 1
Р(Л Г)

О 1 
Р(/'Ч Т ).

О 1 
Р(7*. 7՛’),

х£1)

x£D

где О={х|^-|-Я<х < д\ о}, D = {л-;.т0 < х < х9 4 бАх։ — 3 < х < д-,},

А‘1

Нелинейность уравнений (1.2) связана также со структурой 
А !։

функций С и О. При построения решения осуществляется следующее 
разложение:

* > 4* А А* Л А А
5(«;.Л, е։д, О'. О’1, О’11. Т<, Г11. Г1’1 )-$։ 5։‘4-5”1

Л к ААЛ
где $=(С. /)); вектор б1, Г1) определяет регулярную часть;

к к к к к к
вектор ч$։։=5||(еу|л, 9П, Тн1—первый погранслой; 5" —А՝11 (И,, б}>։, Цй, 
АЛА А А А
б1. б11, О»։, 7\ Ти> 7’ш) второй погранслой.

Из проведенного исследования системы уравнений (1.21 при; 
сделанных предположениях малс-сти (5.1) следует, что в подавляющей 
части оболочки температурное поле определяется тепловыми усло­
виями на лицевых поверхностях.

В качестве примера рассмотрим оболочку, с лицевых поверхностей՛ 
которой осуществляется теплообмен с внешними средами по закону 
Ньютона. Температурное поле вдали 01 краев оболочки определяется 
регулярной составляющей и имеет следующий вид:

о.о оооо
о -г'Т'ч-т’Т’ ։ дм Г -Г—т+ о
ВД= -О«). 7 '0(.т)= - — -Ч֊֊ Ч—

+ А33 А33
о о

о vr6‘ 4-«/՜
‘о—֊ ֊ ֊г^3*)
Г-Н’

Здесь •[*—коэффициенты теплообмена с лицевых поверхностей; Л?7- 
тензор коэффициентов тепло проводное՜։ .։; 7՝ R՛ (б ։exp(/wz)—темпе­
ратура внешних сред.

Если Т-— const, то с точностью о(-) в оболочке устанавливается 
однородное по х и линейное пи 2 температурное поле. В случае 
9±=0 указаппиое температурное поле также и стационарно с точ­
ностью О(£3;-). I

Что же касается приграничных областей оболочки, то здесь ос 
циллнруюшие температурные поля, задаваемые на боковых по 
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верхностях. самым существенным образом меняют картину напряжен­
но-деформированного состояния в оболочке

Последнее утверждение проиллюстрируем на примере тонкого 
сферического купола, подверженного внешнему гармоническому на­
гружению. Боковая поверхность оболочки жестко защемлена я под­
держивается при заданной температуре: с лицевых поверхностей 
осуществляется теплообмен с внешней средой по закону Ньютона.

Численный расчет проведен для купола, изготовленного из капро 
на-Б. тсрмонеханнческне модули которого приведены в работе [В| 
Остальные параметры принимаются следующими

««0.1 рнд/сек: /?=0.1 м; Л=10 4 м; х, - -/2; р=1О* и/м»; Г=40 С;

7"=20*С; Т’ = 30аС

На фиг. I приведено распределение действительной и мнимой со­
ставляющих окружных напряжений в зависимости от амп-

о
литуды температурных осцилляций на краях оболочки 0(11);
1(1Й).

На фиг. 2 приведены графики меридианального перемещения 
о

и-//։+/и. и прогиба wt=wl-riws для случая 6*=0.

Проведенный численный анализ показывает, что для адекватного 
описания термонапряженного состояния вязкоупругих оболочек необ­
ходимо учитывать осцилляции тепловых полей.
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8ԻԿ1.ԻԿ ԻնքՒՆԱՎՍՐ11ԻՄՆնՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ ՊՏՏՄԱՆ ԹԱՎԱՆԹԻ ՀԱՄԱՐ 
ՋԵՐՄԱԱԱԱԱԴԱՄԱԾՈԻՑԻԿՈԻԹՅԱՆ ԿԱՊԱԿՑՎԱԾ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ I ՈԻԾՍ ԱՆ 

ՄԻ ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿ ՄԵԹՈԴԻ ՄԱՍԻՆ

Վ. Ծ. ՊՈՐԿՇԷՅԱՆ

Ս. մ փ ս փ ո I մ

Ուսւււմնասիրվում Լ տսիմպԱէստիկ մեթոդի կիրաոաթ քունր 
րեոնավորս։մների դեէդրում պտամ ան թաղանթների ջերմ աաոաձգամածու-
յյիկոէթյան կապակրված խնդիրների անւպիդի Համար։ Ս տարված է սւեդա- 
փոխությունների սեդսպյար հ սահմահային շերտերի րադաղրիչների ճկվածք­
ների ե ջերմ աստիճանների կասւ։։ րմ ան սխեման։

Bntfy / արված երկու տարրեր սա',մտնային շերտերի ղոյո։թյւսնր, 
սրսնրիր աոաջինր и/ ա յմ ահ ա վ ո րվ աո Լ թ աղանթ ի շարմմ ան հավասարում­
ներով, իսկ երկրո րղր ջերմ ա Հ աղ որդ ակ անութ քան Հավասարումներով։

AN ASYMPTOTIC METHOD OF SOLUTION OF COUPLED 
PROBLEM OF THERMOVISCOELASTICITY FOR SHELLS OF 

REVOLUTION UNDER PERIODIC LOADING

V. M. PORKSHEYAN

S u tn m a r y

Asymptotic analysis of the coupled problem ol thermovlscoelasti- 
clty for the shells of revolution under periodic loading has been studied. 
The expressions for the regular and boundary-layer solutions of displa­
cements, flexures and temperatures are obtained. The existence or (wo 
types of boundary-layer solution has been shown, first of which is cau­
sed by the equations of motion, second—by the heat conduction equa­
tions.
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