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ОБ ОДНОМ ЧАСТНОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ 
БЮРГЕРСА КОРТЕВЕГА ;։е ВРИЗА

ОГАНЯН Г. 1.

Уравнение Бюргерса-Кор iсвега-де Ври ։а описывает распростра
нение волн малой, но конечной амплитуды в диспергирующих средах, 
в которых учтено влияние диссипации. Оно, например, моделирует вол
новые процессы в химически активных газожидкостных смесях |i— 3], 
звуковые колебания электронной плазмы, м<пнитснпдроликамические 
ударные волны. Известно, что уравнение Бюргерса описывает струк
туру слабой ударной волны, а уравнение Кортене։а-де Вриза распро
странение кноидзльиых волн в солитонов. Одновременный учет эферск- 
тов дисперсии и диссипации рассматривался с точки чрепия влпянп՛. 
дисперсии на структуру ударной воли... ( Ц, для чего использовалась 
механическая аналои»! с «потенциальной ямой»-.

В настоящей работе получено .очно,- частное решение, записыва
емое через эллиптические функции Якоби Это решение посредством 
разложения в ряд ио малому параметру Якоби удается упростил, и 
привести к тригонометрической форме.

.$ 1. Приведение к интегрируемой форме. В сис оме координат, дви
жущейся с невозмущенной скоростью n«yi-.a с0. уравнение Бюргсреа- 
Кортсвега де Вриза имеет вид

ди , ди > (Ри------ 1 ли-------Ь------ 
dt дх дх*

д*и п 
г՝г7^ = ° дх* (L1)

где //—скорость частиц среды. / — вр.мя, л* координата, а, I, со
ответственно коэффициенты нелинейности, диссипации и дисперсии. 
Интересуясь стационарными решениями уравнения (1.1). положим 
и(х, /)=ц(;), х— 17. где I ֊ скорость .впжения фронта ударной 
волны малой, но конечной амплитуды. Тьгда уравнение сведется к 
обыкновенному дифференциально,мг уравнению, которое после интег
рирования запишется в виде

(Ри
d?

ди
d-

V — //
1

С=О (1.2)

где С—постоянная интегрирования.
Вводя новые переменную х и функцию ■/.՛

И , 6 о5 и -----1------------ V
У 23 Л Հ

(1.3)
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перетншем уравнение (1.2) в виде

(Ри г/12а2\։/'^у 72Й2 .61/ /И 36 0<\ 12т г Гх
(1$* \25^/ (1$ 25x7 а \ а 625 ау5/ а

Обозначая 12о2(25*7)_1=<?- и выбирая постоянную интегрирования 

приведем искомое уравнение к форме уравнения Пенлеве

—■ — 5а ~ — 6<’-֊}-6Л=0 (1.5)

Отметим, что уравнение (1.5), выведенное из (1.1), совершенно дру
гим методом получено в [5].

§2 . Недиссипапшвный случай (о֊О). Уравнение (1.5) упростится

(Ръ а ■’---- = 6 с’՜ (2.1)

Умножая уравнение (2.1) на и интегрируя один раз, получим

= ФгР—4(и—Ьх)(и—)(?’—֊Ь3) (2.2)

Здесь с3—постоянная интегрирования, определяемая из задач с гра
ничными или начальными условиями. Ь3, Ьъ Ь3—корни уравнения 
4е’— ^-0, связанные между собой соотношениями

*1+*։+֊*։=0. М, + М»+*А-0. Ь1Ь,Ь,=—С±

Обозначим через Ь5 вещественный корень, а /;1։ Ь3—комплексно-со
пряженные корни

В. '’== /г *֊=
Интегрируя уравнение (2.2) и далее заменяя переменную интегриро
вания V на ?

Е *=)/֊1+/з (֊2.3)

I 77- =֊ = » 2г 3 1/ * 3
/1-4*81п։? I + 1 ։)> - 4

о
Здесь с2—постоянная интегрирования, А’ —модуль интеграла, 0<Л<^1. 
Согласно определению эллиптического косинуса [6, 8], (2.3) можно 
выразить через эллиптические функции Якоби

приведем его к нормальной тригонометрической форме эллиптическо
го интеграла первого рола
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Отметим, что решение уравнения (2.1) можно записать также, 
через функцию Вейерштрасса [7|: г>= ■>/՛($- <*•_>, О, с\), с инвариантами 
£2=0, #3=^. Выражая 5Р через эллиптические функции Якоби |8], 
снова придем к решению (2.4). Используя формулу для удвоенных 
аргументов эллиптического косинуса |6. 8]. решение (2.4) можно за
писать в виде

„ г— сп’(г, Л) I

где $п(г, &)—эллиптический синус. Согласно известным разложения« 
в ряд ио параметру Якоби д |6|, имеем

------- С||<֊;?>_____ = л_ С»В^-4У -1 1)^" 8|П^| 
зп(г, А) бп(г, 4) 2К 2/< Г1 1-И—1)ЯГ К I

?=ехр( А"(Л)=К(*'). (2.5)

где /\(/г)—полный эллиптический интеграл первого рода. А*'- допол
нительный модуль интеграла. В рассматриваемой задаче <?^0,02, 
поэтому проводя соответствующие выкладки, тля функции г՛ можно 
получить выражение

г’= | £1 / 3 0,966 с!и։(0,983 г) 0(<?)

Если ввести обозначения Д։=0,983/3 ”|/ р 1^ = ^ выра

жение для истинной скорости и примет вид

ДА^-_-Я1С(к2 1,^(х>И/) + 31 (2.6)
сс 0,966/3 ] 127'

Ниже, в п. 3, будет показано, что требование перехода диссипатнн- 
кого решения в решение (2.6) приводит к условию Ву=~п, так что 
окончательно получим

« = —- —Л֊Н-_-Л.си’ 1 ДС(х-Р7)1 (2.7
7 (1,966/ 3 I 12-; 1

Итак, решение (2.7) представляет собой волну, распространение ко-1 
торой описывается уравнением (2 1). Не-ру.тЬ показать, что период* 
такой волны ранен

7^-1 2^' 
I Лр

§ 3. Учет диссипации, Переходя в уравнении (1.5) от я к но
вой независимой переменной г=ехр(«$), приведем (1.5) к виду 
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a-z* — -H-t-Gö^=ü (3.1)
dz* dz

Полагая v^a'-z-J(z), получим относительно функции /(с) уравнение

=у-
dz- 

совпадающее но виду с уравнением (2.1). Поэтому очное решение 
уравнения (3.1) можно записать в виде

«= 14-/3՜ ֊- С"(՜? 4*1, '1'3՜ 1/^1«“+^) (3.2)
| 4 1—сп(2’„ А) г г 4 

где Сз, с.»—безразмерные постоянные интегрирования. значения модуля
А приведено в и. 2. 01 метим, что решение, уравнения (1.5) можно так
же записать через функцию Бейерштрасса [7] е инвариантами ,#2=0»

՝v=a-cze :՛' 0, 1)

Постоянные интегрирования <5 и сй связаны с са и с’։ несложными со
отношениями, которые здесь не приводим. Используя известные фор
мулы перехода о .< к эллиптическим функциям Якоби [»]. снова 
придем к решению (3.2) Согласно формуле для удвоенною аргумен
та эллиптических функций [6, 8]. полученное решение можно выразить 
через истинную скорость и ио формуле (1.3)

V 6?z <7 7 12«’ .-------1/£з_ е 
« 2577----- > 4 1՛- , /3 cns(5, k)

Sjr(4 A)dn2G. <’)

----------4__€Хр/ ֊“֊ —=)—^iCtg2| I/ —֊4L д ( expf —1 11
а 2577 0,966/з \. 5 7/ I Г 128г ։\ W / '1

(3.4)

Как видно из решения (3.4), учет диссипации приводит к тому, что 
волновой процесс, описываемый уравнением (1.5). является япериоди- 
веским. В предельном случае отсутствия диссипации разложим экспо
ненту в ряд по степеням н далее устремим ?» к нулю. Тогда (3.4) 
перейдет в решение (2.6), в ко юром необходимо положи (ь 
то есть в решение (2.7). Таким образом, требование перехода диссипа
тивного решения в недиссниатявное (6֊^0) приводи, к необходимости 
определения лишь одной постоянной интегрирования.

(3.3)1

Для дальнейшего сравнения решении (3.3) и (2,6) выберем посто
янные 4.J и с4 следующим образом:

Тогда, используя формулы (2.5), решение (3.3) можно упростить до 
вида
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«|.PI>4|. JI?I.II.UlkPll Ил, Il'tPi 1Г11.1П.1ЫПР
I.IIHHIU.։. iril.l!l‘b

•I-. *к (UUUIIX

II. if 1|1 n ||1 n I ri

StJippLp >î ^tu iftu ip t, (ittt ։i isiflt pîiliplt uiuipuii'rnuî p if/i и ft u/ui gfrru։j/< 1,'pLlfttt- 

hAp// tn tiljui jittp jttiiï p ItlfUipuirfpi/nuî !։ В jn i pq f<pu-h itpinltliif - qh ^pfi’l/i 
•[шишрпц! fti[: :i t/tt/iipft/t l.flitiftiiiulfiu'ii !l>mSil[tj[iuiiilipli ti fivn yu t} q ttt'u ijwi) /. ш (if 

tu tjui и ш fia ui'h d/qpfiin ii uni'b 4>ff[i fiuôtiuïp, upp !. f> fit i ö i, f t> pttppfi piitn

iui(tip[t[i ‘l,,։pp щШрнн!f.inpfi. phpi^iittl / ml.up^t

■>,n4H 4 inptfujö, пр Ijfuilutfutpltui^t 1։՝ф1Л(:п1. huit/utniniïp l'Lpittiî /. ttt[{tf>uij[dt 

Hfpnijl.ult iif iiftiipplipuil{ut՝)i qiitnj/ui [ttlii ;

ON PARTIAL SOLUTION OF THE BURGER-KORTEWEG-DE VRIES 
EQUATION

Û. G. Oil ANIA N

S u tn in a r V

The Burger-Korteweg-de Vries equation describes the propagation 
of waves of small amplitude In the media with dissipation and disperse 
effects. The exact partial solution is obtained which is defined by 
means of Jacobi elliptic functions It has been shown that dissipation 
effect brings about aperiodic wave process.
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