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УПРУГОПЛЛСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ АНИЗОТРОПНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ И КОНИЧЕСКИХ ТРУБ

АКОПЯН А. Г.. ЗЛДОЯН М. А.

Рассматривается уяругопластическос состояние ортотропной тол­
стостенной цилиндрической трубы под совместным воздействием рав­
номерно распределенных нормальных и пасагсльных сил на внутрен­
ней и внешней цилиндрических поверхностях, растягивающих осевых 
сил и крутящих моментов, приложенных на торцевых сечениях, а так­
же упругопластическое состояние анизотропной длинной конической 
трубы при равномерных нормальных н касательных силах, действую­
щих на внутренней и внешней боковых повсрхнос.ях. Главные оси ани 
«пропни принимаются совпадающими с ։сями. соответственно, цилин­
дрической и сферической системы координат,

Предельное состояние анизотропных пилиидряческих труб рассмо՛! 
рено в работах [1 5] В работе [б] изучено упругопластическое сос­
тояние анизотропной цилиндрической грубы пот ц-йс. ином равномер­
ного внутреннего и внешнего давления. Предельное состояние анизо­
тропной конической трубы рассмотрено в работе [7|. а в [8. 9] по­
строены решения соответствующих упругопластическнх задач для изо­
тропной цилиндрической и конической груб.

§ I. Упругопластическое состояние ортотропной цилиндричес­
кой трубы

Материал трубы принимаем идеально-пластическим, несжимаемым.
удовлетворяющим соотношениям теории упругопластических дефор­

Фиг. I

маций и условию текучести Мизеса-Хилла.
Ось г цилиндрической координатной системы 

проводим по оси трубы так, чтобы плоскость г=0 
прошла по серединному поперечному сечению. 
Положительное направление 0 считаем против 
вращения часовой стрелки (фиг. 1).

На внутренней г = а и на внешней г — Ь ци­
линдрических поверхностях задаем соответствен­
но значения внешних сил

:Г= -р, —д։, <։: 'г։ = г. /։ (1.1)
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На торцевых сечениях г==±/ приложены осевые растягивающие 
силы Л'՜* и крутящие моменты Л1*. Соответственно принимаем ин­
тегральные условия

ь ь
2- р.гб/г=;У», 2г. I ъгУг=М* (1.2)

а а

В зависимости от вклада крутящего момент в интенсивности 
внешних сил. пластические ^формации могут впервые появляться на 
внутренней или на внешней поверхностях грубы. Полагаем, что. на­
чиная с некоторого уровня интенсивности внешних сил и при срав­
нительно небольшом крутящем моменте, е внутренней поверхности 
г—а трубы распростри ня» 1ся пластическая юна. Исходя и. характера 
деформирования трубы. нола1эем. что ензор деформации как в плас­
тической; так и и упругой юлах нс зависит от продольной координаты 
г и граничная поверхность между пластической и упругой зонами, на 
которой следует соблюдать V ювия сопряжения решений двух сосед­
них зон. естественно, ||шннмаегсм цилиндрической (фиг. 1).

В пластической зоне а^-г -и компоненты напряжений н переме­
щений представим 1В следующем виде:

с=֊р+«(л+ о)а- (—иг. л(г-ау (—аг, 
.՛ г’ г г
а а

ч = ъ-\ ш|(/?-6)Л + (/7фО)В — .
I '*'* .1 ?

Г а3= (Л-|-2^)Л+ЛВ֊-

р

(1.3)

и= -Аг В?-, г.=2^+С^--Ч֊֊ 
г р р /V ? 10 Г

I»
и> = I) 2 Аг—- I —11г

/И? <о 

где

«=
т^)’/2
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I (Л-֊б Н//)Л’ + 2(Л- (})АВ- | (Л-ф-7.С2- 
г* г1 р’

О=О0/Л, /7=^, £=Л0“\ ЛГ = /Иа֊\ Я=Л'֊1

Д = Ь<70//0-ь/֊/0Л0

Л. В, С, Г), В— произвольные постоянные, б0, //0. £0. .Ио, па­
раметры пластической анизотропии, а г=р- граничная между плас­
тической и упругой зонами цилиндрическая поверхность, положение



которой следует определять в зависимости от интенсивности внеш­
них сил.

В упругой зоне напряжения и перемещения можно
представить в виде

ы = ֊•֊ 2 —- 1п —

где обозначены:

'• — ^2гН“^^23 --^1.$» ’1 — -^11 2-^124*^22

/. =^23 ‘3^12։ Х===^п

.4Г Вг, С1։ 1\, /Д—произвольные постоянные, /А,. —упругие постоянные.
На поверхности необходимо выполнить условия сопряже­

ния решений двух зон. Из условий непрерывности перемещения 
следует

ДХ = Д. Вгт=В, С\ = С, /\ = О, ЕХ = Е

а из непрерывности нормального и касательных напряжений на по­
верхности г = ? будем иметь

Р~д-= в

а

?
+л (Л-О) |

а

Х։ = >5, /։=ЛГ

ш / I Р — аг—уДп —
г Ь

(1-5)
Наконец, из условия непрерывности интенсивности касательных 

напряжении находим уравнение

^֊В։ ! 2’:.֊АВ֊^\ -м^г ./И֊/., Л« С’)- о 

где
/)’ I ^о՜/2 Iж ^(7-—Л)(11 -’/.)4* ^У7.Ч-^ох!Л

7 = /го(х х)2 + (-70/.։ 4- //оу?
Отсюда, определяя В в подставляя в выражения напряжений и 

перемещений в пластической зоне (1.3). получим
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<3Г=-~Р^Л
Л— 6' /[ .> + (^ + ОР(р)

с»=’г •:•«>*

а

р*

(5д 2//)/1 — -|-Л(?(р) , л- г6= г _ 
г-

г?

(1.6)

П г г
ч”=/’ —рс 

о о

, . 1'
г Г 2й

<и± Г3

и => —Аг г О(р) —, та = I) 4- 2.4з— — 
г М

аг

»>* Г

где введены функции

1-Л10^(р)-Л^|(р)-7Д> : Ао^1 

I 1֊.И0<.(г)֊Л^(г)]^

^-Д 

я

(Р+ал 4/-7)д=я +.2(/.- -а)А ֊ р(о)+(Р ^О)С«(»)4-/.с=֊ I 
р‘ р- ?е 1

Для упругой зоны из (1.4) следует

~г— — Я |-՝/Л 1я'—Ь — 
Ь 2 г-

=в
9

2/-Р 0(Р)\ 
г2 +|Р(₽)

<72

,2
(1.7)

и = —Аг\ О(р)^֊, у=*Е- -Ь С
/г /а՝
4 \г'гЛое V

гг
О՜-’

р. о . 2л՝й . г
то = Л+2Лг-------- |ц —

Р

После исключения В уравнение (1.5) запишется в виде

п ! ?
~ | ^(г,Р)^-гР(р)(/74-О) |Г <Мг» р) е1г —

9

2

а

Н

а
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а р «С Ь (1.8)

Из условий (1.2) следует

А |(>-֊)(*=-Р2)1 \ /
, /4-0+4// Г , . Д’* , , ,л .

--------------  <%г3т/г = ра-+ цЬ~-\- 
СГ .՛ г.

а

+ (|1~2х)О(р)р21п — ֊ Ф(р) ( ^-О) I **г(1г (1.9)
Р и

С|,1։1(^-р<) + ֊֊ р.г^г
и

(1.10)

Уравнения (1.8)-(1.10) в принципе определяют значения пара­
метров .4, С и у. Перемещения определяются с точностью постоян­
ных I.) и £.

§2. Совместное действие нормальных и окружных касатель­
ных сил

Пусть ортотропная цилиндрическая труба находи гея под совмест­
ным воздействием нормальных и окружных касательных распределен 
ных сил (фиг. 2).

Примем $=Л/Х=_С—И—А = 0

'*=/ Д[Г(р—/)- О/’+//и։]

Обозначая в пластической зоне будем иметь

/Г+О /_. г
’г, ;8 = —р--------- ---- ( 2 1П------ 1П - г---------- —

2 V Л 1֊4-/1-^/ЛГ

-I- /1 -'7-У у <- = у'^д- 1 г У

(2-1
*=/ —, ^'^=0, и=—/1--:2(0/^՜ 

г’ го

т)=Е-- (/]-•:»(р)^֊-/1--Л^)
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В упругой зоне получается

<7” ֊/ 1—։’(?)/;¥

(2-2)

\ГЕ-~6
2 Ц-/1— 1'/\г

/1֊^ -/1 --’(р)/Л' (2.3)

определяющему зависимость между р и внешними силами р— ц и Л
Из полученных формул предельным переходом можно получить 

решение задачи об упругопластическом состоянии вокруг круговой по­
лости в бесконечной орто ровной среде.

Полагая </=0, Е-------- при Ь — из (2.1 —2.2) получим:
'^ПвР

в пластической зоне а^г ՛>

2 \ а 1-;-/1-/=/Л'

1

։=Ъ = 0, -<£> = (». И֊- < 1-Х2(р)/Л'

«=֊ -^֊.г - Д£֊/1—^(р)/лг
ДЛЙ6- 2/а-

в упругой зоне г>р

Граница между упрут ой к пластической зонами определяется урав­
нением
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Ър 4 1п(14-/1-/։/Л0֊<1 — тг =

в ( н = ֊ Л]/1 _ 4-1П (>- 4-
\'УЛ4-0 )\ лгр* \а: Г а4 N/

В случае полости предельиос упругое состояние описывается эл­
липсом

§ 3. Вывод основных уравнений, описывающих упругопласти­
ческое состояние ортотропной конической грубы

Материал трубы принимаем ортотропным, несжимаемым, идеаль­
но пластическим и удовлетворяющим уравнениям теории упругопласти­
ческих деформаций. Полагаем, что при определенных комбинациях 
внешних сил вокруг конической поверхности 0 —х образуется пласти­
ческая зона, ограниченная поверхностью 0=?, подлежащей определе­
нию в ходе решения задачи. На граничной поверхности между пласти­
ческой и упругой зонами имеются условия сопряжения, и на внутрен­
ней и на внешней поверхностях задано соответственно (фиг. 3}

— р„ -рг‘. 'гч=т}, тг\ тв?=^, При $=а, 3 (3.1)

Задачу будем решать в сферической системе координат, центр ко 
торой помешен в вершине конуса.

Решение в пластической зоне представим в виде

о

зь= А — | | (2</4-//)/՜ (2Н •֊ (?)/с11?9|й)с1р0</б — 
а

6

з |

а, =5.-ь<»1(2(; । л)/-+(г-с)7с1йН -.„--ч
$1п*9

(3.2)

=* М-«>((2(7+/^)/(2#-гО)/с1£ ОI

^4—.|Уш(/'4֊/с18&)'

-Л?=0, « = г(/'-֊-/с1"Ь), — Зг/

С Д”= Б1п0 | ------- — т
Л <1)511? 9 
й

где
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„_________________________ а-ЧМ)1'*____________________________
|М/Г'+/С1й0)'а+(Г4֊Я֊4О)//2֊2(2О 2/7 /у/с^б-

I)—произвольная постоянная! а /($)- неизвестная функция, которая 
определяется из системы дифференциальных уравнений

<»=—-/9С1й6-м|(26 1-2/'՜ //)/' : (2Г4-2/7 б)/с1р0|
(3.3)

/"+/'<^(1----- А-
8111'5

Если ввести обозначения

"‘Л О

? = у.

Ф=։[(Г4-Н4-46)<?8-2(26 2// /7)/7с18б֊: (/74-О-’-4/7)/гс1б’5]’/2

и произвести некоторые преобразования [7], систему (3.3) можно при­
вести к канонической форме

<5=—-госл^О — ՛ [(2(7 | 2Л /7)<?-> (2/У֊р2Л—(7)^5| 
ГФ

о' =—ъй—гс(цО 4֊ - —Тф (3.4)
$Й1г5 А-

Граничными условиями для (3.4) будут: г-в = ^1 при б = а и 
условия сопряжения на поверхности 0֊

Решение в упругой зоне можно представить следующим
образом: 

:• р
— р2 | (/։|” !‘-’Гс1^5)с1^5'^0—3 |

а ’•

= 5е4-/.|Г4-х։Гс1£(б тг,- = 5-П ~ 
$1п29

з, = зп+хГ-р’Е сС§0. гг?=0 (3.5)

Хл=^«(Ч- Ч'с^)', и-г(Ч-', Ч'сщб), ®=—Зг'Г 
2

Г . «а Г /■ К'®'2 . с°5՜? СО80 \ , ,. . Г1-—а,$1п235]п0 ( 1п - ------- ------ ------------ — ) - АгзЗнО
V 1£7/2 5|П>7 81Пв& /

где
1 — 3.412 2.422 .412 -^23« ‘41։ Д«2 2'4Г) ; 2-4гл

Х. = _ ■■'12՜ З.А,.)4-2.4,., .4М, /Ау,. -4։а--ЗЛ2Э—422—2ЛЗЛ

Е—произвольная постоянная, Ч’(0) — неизвестная функция, которая оп­
ределяется из системы дифференциальных уравнении

3 Известна АН Армянской ССР, Механика, №2
33



<5=—“r4CtgO4 (2л— 7J5—2(z4 u)4’ctg9

,4֊'=-W + ~ + 2r1. «"=* (3.6)
sin’G Aco

Граничными условиями для системы (3-6) будут: т/в=/ц2 при 
6=3 и условия сопряжения на поверхности 6 которые дают

F.=D, 71sin3a=7,sln’3

/=Ч-, ?=±, ?'=(|)4SF. при «=7 

$

л-л= | [4л»։'+(х+тЛя)5С‘е’։~(1‘с*8։в+адб)՛1 |rf&՜
(3.7)

- f [зЛ'(<р'+ч>’)—(2G-t-77—3A')fCtgO+(2f/-|-G)clgJS-----^1֊
J sin3» J ГФ
«

Дифференциальные уравнения (3.4), (3.6), условия сопряжения 
(3.7) в граничные условия для м из (3.1) в принципе определяют 
функции м, у, 4' и поверхность раздела упругой и пластической 
зон 7.

§ 4. Упругопластическос состояние трансверсально изотроп­
ной конической трубы под совместным воздействием нормальных 

и кольцевых касательных сил

Пусть на внутренней и на внешней боковых поверхностях трапе 
версально изотропной конической трубы с осью симметрии механи­
ческих свойств 0=0 действуют, соответственно, нормальные давления 
и кольцевые касательные силы

Ц——рл, —р2; -«?=£р Я?. При 9=7, (4.1)
Полагая по всему объему тела равными нулю кроме ъ?, также 

и тг9, находим

,.= Л . _ __________ / 1 - (<7^'sin1a)/(AsinS)___________  sin8-;
sin# ՛ /д/r(z.-rp)։4G(A—у.—у 7? 17У(*-')2 cosy

(•1.2)
В пластической зоне получаем

а,.=<зв4- 1/у /1֊Л'£, ^=з64 f 1 - -Л/А

. л ,r G sin9 . .г / — ( 2ln------ rln
V 2 \ sin®

л Sin’x .
•’? ~ 9։ ՝՝: ՛„■/ • !l

sin-6
Зг 7?Sin< sin; (4

Asin4v sin 9о
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AoL<h I 2 Sin’« COS? r sin4? \ J ?lSln4T

֊1/ /._?^՝] /JrsInO, .4(,=/r/H7-֊l‘)=4-0(.. -z-x-iO'-t-^z-A)1 
i ”sln49/

В упругой зоне ?^G^3 будем иметь дли напряжений

о,=о։+ 1/։Тда; W1 сой, _=^։=0
До г /.sin4? sin’O cos?

,,,„+ £±±֊ ֊[/, _ 91^L. ֊.=4t^֊ (4.4)
Ло ) /. Sin4? Sln’6 COS? SfrrO

Z_LJi 1 /7՜^?՜« «2!1/|П w + _ “5L\
2A0 У /.sin1? cos? \ tg?/2 sin38 sin։3 /

Перемещения и n v определяются согласно (4.3), а кольцевое 
перемещение

2r^sin2? . (. /, tg5/2 . cos? cosQ \ . ~ . nw-——---- — sinvf In-s-2— ----- U----------- ) Or sin 0 (4.a)
А»՜Аз X ։?4/2 sin2? Sin’O /

Граничная поверхность между упругой и пластической зонами оп­
ределяется соотношением

Л_„.= * 1-1 "... S^L/m - +
2Л0 I Asin1? cos? \ ig3/2 sin8? sin2? /

(4.6)

Asin1? Г------T— Л/ 1 <7; sin4 a։ -?;//- У isln<T y

В случае ?2>-/2 (фиг. 4) может возник­
нуть двухстороннее пластическое состояние 
[8]. R пластической зоне ^^0^? напряжения 
и перемещения определяй.тся прежними фор­
мулами (4.3), а в упругой зоне ? —
формулами (4.4), (4.5). В пластической зоне 
п--?<9^3 находим

Фиг. i

3г=3|

sin8« 
sin’G

се f2G)z 1-֊2/Л

sin?
sinO H՜

4.jnl±}p=.?>£ -i/b-r-A

•4j3 .sin*‘i

4r<71sln8«sin& / cos?
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'■‘r 1/ G տ(ո2Հ sin5 , sin4« / ֊I , oSin’a , .
vFJ '-'Mr £-^՜ (‘L1)

-/7=?s+d'-'"։
Перемещения и и г՛ определяются согласно (4.3). В рассмотренном 

здесь случае параметр находим из соотношения

-| / (3Л А=|/ у 21п Sin8?
Sinaslnp

11+Հ! — (<?; slnM/քձ sin’f)]1 , 
" (1 TT^W ч-КТ^/Л

Հ?տ1ո*« sln‘_I |ntg JL 
/. sin1? cosy ” 2

__ q‘ Sin4«
L sin4*

Случай հ=-.՚'2 соответствует предельному состоянию трубы.

ԴԼԱՆԱՅՒՆ հՎ ԿՈՆԱԿԱՆ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ 1սՈՂ11ՎԱԿՆԿՐ1’ 
ԱՌԱԱԴԱՊԼԱՍՏէ՚ԿԱԿԱՆ ՎԻՃԱԿՍ

Ա. Դ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ, Մ. Ա. յյլԱԴՈՅԱՆ

Ա մ վւ и փ ո ւ մ

^•/fWLwyz/yi/u/^ Լ սրթուորսպ, հասա պատերով գլանային խոգէէվակի ա֊ 
Ո.ա<իգա պլաստիկական վիճակը ներքին և արտաքին գլանային մ ակերեոէ յթ - 
ների վրա ադգսղ ՝, ա վ ա սա րա շա էի րաշխվաւ՚յ նորմալ և շոշափող ttt՛քերի, 
ճակատային հատույթների վրա կիրաովաժ ա tt ան y րա էին ձգող ււսքերի ե ոլորող 
ւ> nil ենէոների Համաաեղ էողգեէյՈէթյան տակ, ինչպես նաե. ան ի ղ ո ար n n/, եր֊ 
կ^ր կոնական իէողէէէէակի աոաձգասւլաււտիկական վիճակը արաարին ե ներ֊ 
րին կողային մակերևույթների վրա սւղղող հավասարաչափ րաղխված նոր­
մալ և չոշաւ/ւէէխ ուժերի ղեպրում  ։ Ր,նէրււնւ[ած կ, որ նյութի անիդստրսպէէէ ֊ 
թյան ղ/իւավոր աոանւ/րներր Համընկնում են, ',ամապաւոասիւտնարար, ղ/ա- 
նային !ւ ղնղային կոսրղինատների Համակարգի ա ո.ան ր րն ե ր ի հետ՝. Աւււսէր- 
if ած են արտահայտություններ, որոնր կապ են '.tuiitttiuutnul արւաորին ու­
ժերի It uiti աձդական ոլ պրսսաիկ ւրէաիների սահմանի միջևւ

THE ELASTOPLASTIG STATE OF ANISOTROPIC 
CYLINDRICAL \ND CONICAL TUBES

A. G. HACOBIAN. M. A ZADOYAN

S u m m a r y

The elastopiastic state oi an orthotropic thick-walled cylindrical 
tube under the Joint effect oi uniformly distributed normal and tangen­
tial forces on internal ans external cylindrical surfaces, extending axial 
forces and twisting moments applied on end-face plane cross-section, 
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and the elastoplastic state oi the anisotropic, long, conical tube under 
the uniform normal and tangential forces acting on internal and external 
lateral surfaces are. considered. The main axes oi anisotropy are assumed to 
coincide, respectively, with the axes ofcylindric and spheric coordinates. 
The relations establishing a connection between external forces and the 
boundary between elastic and plastic zones have been obtained.
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