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УДК 539.3.01о пограничном слое слоистых балок
ХАЧАТРЯН л. М.Напряженно-деформированное состояние слоистых гонких тел. как и и случаи однородных, состоит из внутреннего и типа погранич­ного слоя состояний. Решение типа пограничного слоя экспоненциаль­но. затухает при удалении от края, .։ показатель экспоненты определя­ется из характеристического трансцендентного уравнения.В работе [1] асимптотическим методом построено решение внутрен­ней задачи слоистых балок. Там же приведен обзор работ по методам расчета многослойных конструкций.В статье [2] асимптотическим методом построен пограничный слой вблизи свободного края слоистой пластинки, составленной из че­редующихся несущих и слабых слоев. Выявлена зависимость скорости затухания напряженно!и состояния иогранслоя от относительной жест­кости слоен. В работе [3] и«.т.ндовано поведение первых корней харак­теристических уравнений потенциального и вихревого решении задач изгиба и растяжения трехслонной плиты.В настоящей работе строится решение типа пограничного слоя для слоистых анизотропных балок. Нсслсдуеся повеление первого корпя характеристического уравнения в щвисимосгл от геометричес­ких в физических параметров; (2 ним корнем, в основном, связана скорость затухания иогранслоя.1. Рассматривается вопрос определения напряженно-деформиро­ванного состояния типа пограничного слоя в плоской задаче для ани­зотропной слоистой полосы прямоугольника длиной а. общей полти­ной 2/i (2й<а). Слои имеют различные толщины //.•_ и коэффициенты упругости <iij. Полоса состоит из Х~М слоев, V и М число слоев, расположенных над координатной линией и пол этой линией, соответ­ственно. Предполагается, что на продольных сторонах балки отсутст­вуют напряжения, а на торцах могут быть заданы различные условия.Для построения иогранслоя вблизи торца х=0 в уравнениях теории упругости сделаем замену переменных/=х/Л, ',=у/А (1.1)Решение вновь полученных уравнений ищется В виде функций ти­па пограничного слоя [4]2 a*'՛ "JR^’C.)exp (-;./) (1.2)19



где —любое из напряжений и перемещений, ==///«—малый паря-метр, /{^—показатель интенсивности, / — cons’ характеризует изме­няемость напряженно-деформированного состояния, Л—номер слоя. Непротиворечивые значения /{;•> за даются следующим образом | ;]:х£)=х. /<*)=/֊|-1 (1.3)здесь 5/—любое из напряжений, к,—любое из безразмерных переме­щений. Подставив (1.2) з уравнения теории упругости, с учетом (1.3) получим систему, интегрируя которую по будем иметь
---- C-О„«֊)=_[ ай».-<Л +&։(» W. 4- («|5Ч a^Ft, hafg^F,.IЛ<“>Функции />л0) удовлетворяют уравнению+2.M’A.„TWAta=o (1-5)и условиям/■'.vn(C.v)= /*.Уя(чу) = 0; /* .илС ч)=^_д։пС’-.м) = 0 (1-6)являющимся следствием условий j47, = ?v/> = 0 при ',.v, - и- Приэтом удовлетворяются условия упругого контакта при =(fc = 0, 1.2,..., .V—1, —1, —2............—А1֊{-1). Здесь принято

В зависимости от тнческого уравнения а)
1 Л’±л = ± — 2 fi±<
п ! 1вида корней соответствующего (1.5) характсрис-[5]

i-h> 6) 2ц.—Zgifc, 2J4i'hk (1.7)возможны различные решения задачи (1.5) (1.6).Исследование напряженно-деформированного состояния типа по­граничного слоя слоистых балок и его оих.хэния в общем случае слож­но и связано с большими трудоемкими выкладками. Здесь мы Ограни­чимся рассмотрением двухслойной балки из изотропных слоев, что даст качественную картину исследуемой проблемы. Аналогичное ис­следование можно провести и для ipymx случаев.
2. Пусть имеем двухслойную балку из изотропных слоев, верхний слой которой характеризуется упругими коэффициентами П\, ։^, а ниж­ний слой—коэффициентам и ■< и соответственно, имеют толщины, равные Afj и //«. Ось Ох направим по линии раздела этих слоев. Харак­теристическое уравнение (1.5) имеет двухкратные мнимые корни [5]. Удовлетворив граничным условиям (1.6) а также условиям контакта, получим — (DjjCOsa/, -г 01/,cos/./.4֊Z)j.vsjn^/.+/3>j:.sin>-..'A ^л20



Fin—~ У, (։COs^rt> | /;ч I— Z^n^H’SinXfl.) (2.1)/Jn •' IiAe Dm— алгебраические дополнения nepBOf строки матрицы четвертого порядка с элементами~ COS' ntj! = ngCOS'л»1։ (/:3 = ^U==--- ■»jSjnAjjSj
dn = — A/iSiiv-/,!, d.K == cosXflZj —/./,։sinX^j ^м=КлСО8лй\3։ du = SiDArt'>j -J- X^jCOS/^ (2.2) 
du = Д/1СО8Апч։ T ARCOS' A:.jSinXrt % 4-A^։siriXn;a
du= — An/.nsin/.^֊֊Aj2(cos/./,2—Z/,2sJnAn;2) 4-Д/зХлсо8ап'.3֊|-H-Msi™.«;, ; /.n:2cos/.n:2), / = i, 2, 3, 4△и = 1, A22 = 0»5я1։ At1 = Д4։=0,5лг.а։A„ = 0։5x։։ Д32 = 0։5лл 4, A<4“£'o=^i

^i2=^ia=Лк—“2i ==дз< — \t — \a я\з ~ 0*j ~ ' *Ч)» J3= 14“*'з“^в( J H՜7։)a3=1 -v-^'oO—'ih «*«։ 72-F^o(։4-71) Собственные числа определяются из трансцендентного урав­нения D(z) = <let||t/.7|| = 0։ которое имеет видD(?) = й jSinz sin/nz-f-a2cos? cosmz-j- (a34֊w4c'-jcosz֊(- 
(<1ц+айгй} cosniz-\ a-z*֊\ a4-«8=0 (2.3)где z=2/.fl;i։ w-x \2=—h2lh, аг^=32Е^«2=—4‘.։(w3 r 2’i г2^>։), «з=~2«i~2^4) + 16foa։;։Kj՜ a4"-2«2(74-l"2)'.i. «5= ֊4:j(a2aJ-2»l-i-2£'0a4)—i6z3;j, ^e=2^(«1+2/:’o);'f, a,=a|, ц6=4;?(^ - 2^/,|֊ 2%;* + 8Z:;n;2) ^=<l(-֊V3-l֊2’։+2£>4)+i6aa(^^)4 (2--0Если слон имеют одинаковые свойства, то есть £в=1, ;2=1,то а։=а4=2, а2 = «3=0 и уравнение (2.3) превращается в известные уравнения Sin2/-H-2X = O (2.5)sin2/- — 2>. 0 (2.6)которые соответствуют симметричному :։ кососимметричному задачам однослойных изотропных волос и пластин |4].К уравнениям (2.3ц (2.5), (2.6) можно применять теорию опреде­ления асимптотических корней уравнений шпа квазиполиномов [6]. Расположение чи\ <орнем прак1нчески определяется только несколь­кими членами характеристического уравнения. Асимптотические кор­ни определяются по формуле [6] 21



2М/>=0.5(1 -М)с1?®/{|(2//—0,5)-4-аг£^/1 Н1п|2«:л2т։с18<р/|} (/—1, 2,3.4)(2.7)Формула (2.7) достаточно точно определят : значения комплекс­ных корней для больших п, а для меныних п, то есть для первых кор­ней, она дает приближенные значения, которые затем уточняются из­вестными численными методами (например, методом Ньютона или метолом наискорейшего спуска).Уравнение (2.3) в первом квадранте имеет четыре ветви асимп­тотических корней, соответствующие четырем нгачениям 2/ и С1£?/. При этом асимптотика записи! иг т Характер проникания решения типа пограничного слоя но внутрь области определяется, я основном, наименьшим ио модулю корнем трансцендентного уравнения из усло­вия 1 4-ехр(— Ке>-,/)^1. где /-—ширина зоны затухания. При исследо­вании первого корня надо следить за первым корнем каждой ветви, поскольку при разных параметрах наименьший корень принадлежит различным ветвям. По останавливаясь на подробностях, приведем окончательные значения 7> и с^;.а) /П<1, Шй*—•<:֊֊ ' | ֊<•: | (2.8)Из (2.4) и (2.8) видно, что корни 2Ы -вещественные, а 234—мни- „ 1-4-а ^14-ъмые при £л>----- £ и 2,., мнимые, а 4М вещественные при £0<-—1-г՝?ч 1+У1Тогда по формуле (2.7) находим:при /г.>4±!2. Ке(2;,1) = Ке(2лр)-0(1.5-(։+»О) (2-9)1-гЪг . 1-К а при £0< ------
1 + '*1Рр р, у =) В«(2Ф) = $(2“(1 -И')) при 0«3/4 к),к л) ՝| Ке(2ф)-О(1,57Ч14֊1//л)) при 3/4<т<1 { }где через Ре(2>4) обозначен гЫп Ре(2Ц/‘).б) //г==1, с։^я>/ = 2, 7., определяются из алгебраического урав­нения 2а,2*-2(й4-Нв)2* (2.11)Независимо от значения уравнение (2.11) имеет два вещественных и два мнимых корня. Наименьший корень }.■ соответствует положитель­ному вещественному корню 2։ уравнения (2.11), а его реальная часть, что следует из формулы (2.71. имеет порядокКе(2>1) = О(Зп) (2.12)в) от>1, с1£<р,.г = 2։.ч= I

т ) 2«,22



= 4м =1- 1/А—22 г 2"й
(2.13)

При £о<( Н-•'-)/( 1+՜',) корни /г։ вещественные, а/3>4—.мнимые» а при £'0>(1+>2)/( 1 >։) /1>։ — мнимые, /Х4—вещественные. По фор­муле (2.7) находимпри 7Г0<(1+^)/(Н֊>1) Ке(2ч)^Ке(2/4։))=О(1,5»(1 + 1//«)) (2.14)при £‘в>(14->2)(1-{->1)
₽е(2ч)= Ре(2Ц’>)=0 (<2* Л + АЛ при т>± \ \ '«// 3Ке(2Ц3,)=-О(1,5-(1 |-/п)) при !</«<—3 (2.15)

Трансцендентные уравнения (2.5) и (2.6) хорошо исследованы [7, 8]. Они имеют счетное количество комплексных корней, располо­женных симметрично г. четырех квадрантах. В работе [8] приведены значения первых пятидесяти корней для уравнения (2.5). Немаловаж­но знать также их асимп гот ические представления. По формуле (2.7) находим асимптотические корни27’= (2/г—0,5)«-н’1п(4пя), /2 = 1. 2. . . . (2.16)27***= (2/Н-О,5)«-Н’1п(4“Л), «=!, 2,... (2.17)У первого корня уравнения (2.5) Не(2\) = 4,21239, а у первого корня уравнения (2.6) Г<е(2/|‘) = 7.49768.Сравнения, определяемые по формулам (2.9), (2.10). (2.14) —(2.17) — реальные части корней трансцендентных уравнений, соответствующих двухслойной и однослойной балкам, заметимНе(2ч)Же(2>.;); Ке(2>.1)> йе(2>7) при£0> - : А^т^АЛ (2.18)и>, з \ ։+'■ 4 2)Уравнение (2.3). помимо комплексных корней, имеет также ко­нечное число вещественных корней, так как при г — со /9(з)— ф-ос. Эти корни могут быть определены численными методами. В табл. 1 приведены значения первого положительного вещественного корня, соответствующие различным значениям параметров.В задаче однородной полосы-прямоугольника характеристическое уравнение имеет только комплексные корки и затухание решения типа пограничного слоя происходит гармонично. Здесь же, кроме комплекс­ных корней, имеются также вещественные корни, вследствие чего дату Ханне может происходить негармонично. Пр։: этом, в зависимости от физических и геометрических параметров, пограничный слой в слоис­тых полосах может затухать как медленнее, так и быстрее по срав­нению с однородной полосой, что следует из оценки (2.18) и табл. 1.23



Таблица I

nt X
0-01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5

0,01 3,6855 3,7137 3,7991 3,9484 4,3141 9,9036
0,02 3,5851 3,7141 3.8018 3,9538 4,3185 9,9392
0,05 3,6792 3.7117 3,8083 3,9712 4.3421 10.0697
0,10 3,6446 3.6870 3-8085 4,001(1 4.4047 10.3083
0,20 I,7969 1,8303 2,0159 4,0371 4,5725 9,3635
0.50 1,5007 Խ5133 1.5577 I,6693 4.8621 9,1810
1,00 1,4221 1.4370 1.4927 1,6575 2.9971 8,5169
2,00 1,4184 1.4441 1.5639 2,0575 2,912!) 0,6860
5.00 1,4701 i,5209 I.7902 2.2507 0.4716 0,9599

10.0 1.4940 1.5491 1,8112 2,2124 1.0981 1.0շ85
20.0 1.4983 1.5432 1.7832 2,1556 1.1654 1.0940
50.0 1.5190 1,5439 1.7556 2.1045 1,2042 1,1081
100 1,1836 1,1836 1,9726 2,0826 1,2174 1.1441

Найденное в рабою решение тина тираничного слоя вместе с решением внутренней задачи [|]. позволяю՛! более гочии удовлетворяю условиям на горцах. Сопряжение этих двух типов решений можно осуществить одним из способов, изложенных в [9].
Glil'Slbl.llP շեԾԱՆՆ1;111» ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՇհՐՏԻ ՄԱՍԻՆ

II., Il հ.Ա!>ԱՏր?,Ս.Ն
II. il փ ո փ ո I il*

Աշխաաան ptit/f, ասիմպաուոիկ ինտեգրման if Lfl ոգով, շերտավոր J>- 
t} անի համար կաս ni y վաք} / սահմանային շերտի սւիւգի /itidutu, էէրր միա­
ժամանակ աոաձգականութ յան տեսաք} չան հավասարումների ճշգրիտ լու֊ 
ծումն Լ։ քննարկված Լ սահմանային շերտի տիպի լուծ ու մն ե րի մ արմ ան 
բնոէքթր' կախված ասաձգական գսրծակիէյների և շերտերի հասաէսթՀուն­
ների հարարերությանների ijt OULiy Լ տրված, որ բնութագրիչ ավտււտրւսմր 
ունի ինչպես իրական, այնպես Հչ կոմ պ/երս արմատներ: Կսմպ/երս արմատ­
ների որոշման համար գտնված 4 ասիմ պտոտիկ բանաձև։

THE BOUNDARY l.AYER OF A SANDWICH-TYPE BEAM
A. M. KH ACHATRI ANS u m in a r yBy means oi the asymptotic method the boundary layer type solu­tion for a sandwich-type beam is constructed which Is also exactly the solution of elasticity theory. The analysis of boundary layer solution depending upon ratio of elastic coefficients and layer thickness is examined. It has been shown that the corresponding characteristic equation has both real and complex roots. The asymptotic formula for the calculation oi complex roots is obtained.24
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