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ОБ устойчивости равномерно сжатой в осевом 
НАПРАВЛЕНИИ КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

ПРИ СМЕШАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ
БЕЗИРГЕНЯН Г <՝

В настоящее время им селен большое количество работ но проб­
леме устойчивое!и оболочек [1, И]. В этих работах, а также в [5, 7, 
9—11] отмечается существенное влияние граничных условий на вели­
чину верхней критической нагрузки. В [5, 9, 10] показано, что для 
гонких цилиндрических оболочек кругового очертания из однородного 
изотропного материала при граничных условиях к?-,МГ=»7Г=-Д..=:О 
величина ач, уменьшается в два раза.

В настоящей работе решается задача устойчивости равномерно 
сжатой в осевом направлении (усилием зх0) тонкой круговой цилин­
дрической оболочки (фиг. 1) из однородного изотропного материала 
при смешанных граничных условиях. Проведенные расчеты показали, 
что значения относительного критического усилия (р=:жо/зкр) быстро 
растут от 0,5 до 1 в зависимости от значений угла >. Значения р=0,5 
и 1 соответствуют предель ։ы.ч значениям угла £=0,2 к.

6,0

Фиг. 1
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I. Уравнения устойчивости для цилиндрической оболочки в без 
размерных координатах записываю ich и форме, приведенной и [2, 4].

Граничные условия шпишутся в виде

при х=±~ w «= Л!.. = =.-I) для 0<?^2п (|.|)(
•X

и . — о для • > — ՛՛ для 1 z- (1 ՝.՛՛

Начало координат помешено в штыре пролета ере шиной поверх­
ности (фиг. I).

2. Решение уравнения устойчивости а общем случае можно пред­
ставить в форме

w -f-v v exp(ÄmJf)(CJJ>cosnf4-CJ^si|i/x'p)e (2.1)
2 Л -I ад-1

где km корни уравнения А*  2р>(А» /Р)/г /.?(А’, f -rt3)J О, (Ä*  /г3■( /1~), 
которые записываются |9- 10) в форме

* Тпк как слагаемое г-(.О 2 нс илнмсг нз птчемне крнтвчсского усилии, то п 
,in;n.։։cftiiii'M ради краткости ылнен его нс приводим

'*«).  //>,). а, -Л(1 - р) q. bt=> 6?! п

(2.2)
Ä,-'/г,. \-k.. k^-kv kt=-k3. k.-=kt, кл k. (2.3) 

ctt-Vr—If> : 4л։, c.=“/r /Л —4л1, Г-/ 16/Р-8>^л3-» /.*,  Х = 2/:;э,р (2.4) 
С)՞», С‘р> постоянные интегрирования, подлежащие определению.

3. Для упрощения дальнейших вычислений отдельно рассмотрим 
случаи симметричного (случай а)| и антисимметричного (случаи б)) 
выпучивания цилиндрической оболочки относительно сечения х—().

Случай а). В этом случае из выражений (2.1) -(2.1) и из усло­
вия четности w но л, после перехода к фундаментальным решениям, 
следует:

у В|я'а։-гВ<я’3։)со$я= ... • Ö* (/J>32)sinao
n—։

(3.1) 
где a/ = chn.x/2f2 со5^/л'2>г2, £y=sha,x ,'2F2 slnyyx/2/2, /—l, 2. 
Постоянные ßj՛1’, ..., ß'.՛1’ подлежат определению из граничных усло­
вий.

Для нахождения выражений осевого напряжения з,. танген­
циального перемщщ чип ? и напряжен։!•։ используем соотношения, 
полученные в |՝Л 10|. Подставляя «.*  из (3.1) н формулу л’ах*»  
=где Cl — :2՛. jJd.v) ’г*՛  провидя соответствующие вы­
числения н имея ч ни 1V. что (д<дх) :-. ‘=с^՜ ох1 ~2d։ (Г^։ j (d/^.v) 
получим выражение бесконечной суммы Легко установи! ь, что



~“ $ •’ •*  ՝ j J

(формулы для <723У/</л>г и \йх^'^(1х записываются аналогичным обра­
зом). Подставив полученные выражения й-г^йх^, \‘«.г ՝։,(Ул՛. с/’-З,.՛ г/х2 
и н формулу для осевого напряжения в проведя соответ­
ствующие вычисления, можно установить, что

•«.,=-£{ V л»|(.«,-/1—р։ •!-(/> Г-։ ’]֊Р/։)б‘”4-

+ (уч-/ i— г — (»՛’ i - р5՜^ f р?։)#։՞1 COSH? ] 4-

+ v n։[(.. ... -г (. • (3.2)
п—t

где в скобках при 0*< л> те же выражения, что и в скобках при В^.
С целью получения расчетных формул для тангенциальных пе­

ремещений г» и напряжений -_о подставим снова выражение прогиба 
в /*г> — — (՝Г -{֊ 2 — и в ?.։-։Л? = — F.QxP-widxclu՛, где Ч' —
= (д'дх)-‘(д՝д*)* . После проведения соответствующих вычислений, 
аналогичных предыдущим, можно установить, что

to= "Isr-Ä- 1^Л-ГА>Ч”'H||'-։=4+vä)ä’>1+-Jt5-|4ä+

+WC+V.) sV0]֊ (Я >)!(«,֊?-,)б!”+(/Т=7«,+
- (f^-Ti^p5՜?,) Bs"+(/'r=?’24-?3։)ßl”l| sm«? -

֊l/hfb? >• • •’ I (3.3)

V, «{[(Pat /НМ֊(рМ V 1՜֊ л։К|Я|яЧ[^ +

----- n { ... }cosn© (3.4) 
2/2 Г.

где T| .==0./, » 1—Р2Л’ 11 2.'=рЛ *'  •—Р'Л՝ J'i al‘!Z I ^։/j2' 4 ՝
—aJ)i, c/ = sh<i/X/2l 2 cos/^.v/2) 2 . ^; = duz/A' 2) '2 sin //Х/2Г 2 . /=• 1,2. 
Выражения в скобках при /?V° и получаются из выражений в 
скобках при ß\!'} и В^} заменой индекса 1 на 2, а выражения в фи­
гурных скобках—соответственно из общих членов первых бесконеч­
ных сумм (3.3) и (3.4) заменой В^} на В'^\

Случай б). В этом случае, как и в случае а), легко установить, 
что
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к*=  V (^|л^։4-да)тп-гО<л>^4-Л‘л>гй)со5Д®+(Р|*< л>В14- ... 4£Х('%)51л/?<? 
п—1

(3.5) 
где О(р и £>^п)—постоянные, которые подлежат определению из 
граничных условий (1.1), (1.2),

Подставляя выражения прогиба (3.5) в формулы для г՛, тХя и 
повторяя все вычисления, которые были проделаны в случае а), по­
лучим расчетные формулы для нормальных и касательных напряже­
ний и касательного перемещения. Нет необходимости приводить эти 
громоздкие формулы, так как они легко получаются соответственно 
из (3.2) (3.4), если в (3.2), (3-3) соответственно заменить я7 на с,-; 
3/—наткав (3.4)- наоборот (/=1, 2) и во всех формулах В<р и В'^ 
заменить на и (£==1, 2, 3, 4).

4. Как в случае а), так и в случае б) можем ограничиться рас­
смотрением только одной половины цилиндрической оболочки. Рас­
смотрим ту половину оболочки. ДЛЯ которой .>.•«£ (фиг. 1). В 
обоих случаях, подставляя выражения «», и з;։ в несмешан­
ные граничные условия (1.4а), получим для каждой четверки по­
стоянных В'<п\ Г)),՛') и Г)՛^ систему трех алгебраических урав­
нений. Разрешая каждую систему относительно первых трех постоян­
ных. найдем

я<я)
1 '

/??)= -
У4а։-2ЛЗ, 
^г-2Лз4 ’ ’

.7Л> —2./.Я.» г- 1-п- Лт։14-2Лм'= “ О(»> ли— Л!!------ Иди
■/л-24?.

(4.1)

где 7л = а-—<2?։-|֊(?х, ./<=«,£,—а.Д.

Формулы для и 1)^ очевидны. Выражения постоянных В?п 
и 0*̂  в точности совпадают с Вр и

Удовлетворим смешанным граничным условиям (1.21. После про­
ведения необходимых вычислений можно установить, что

•:1В|, _д = Е V лФ(В’^Ь'ШП՛-?—В’<л)СО8Л?)=0, 3«^ с < 2т:, 
п 1 \ R /

(4.2)
_ а2 4-3։

где Ф=8/> у֊Г27д |(7։՝֊7:)н-(Л-/А')71- (?1+^Кг+(/>1-7>2)ъ1

<7։=/>- (ре5—/1 —ст су), ^։= (1—2?)/1 — рГу, Ру=У՝1 (усу—/1— ?8с։)

л>=(1~2р)/ 1-г.г. Г .а/. , Ь,Ь I՜1 ։ 1)}Е•; ;= сЬ -7= 4 СО5 $IП
I /2 /2 /2

! = 1, 2
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Подставляя выражения и постоянных в формулу (3.3) и удовле­
творяя первому из смешанных граничных условий (1.2), получаем 

г/ 1_ &з й+Й
^.£=-8^----~Д~ ~Г~----- 75-7-^- (^1/1,5|П7/Р—5?(я)СО5П«) (4.3)

В случае б), повторяя те же процедуры, что и в случае а), 
придем к аналогичным (4.2), (4.3) парным рядам-уравнениям, в ко­
торых в выражении Ф аа, % заменены ня ?г, гв, знаки „ — ” па 
и» наоборот, а 5['։> и на О{п> к

5. Вследствие неизученностя в литературе парных рядов-урав­
нений типа (4.2), (4.3) сделаем дополнительное предположение, что 
оболочка ко тангенциальному направлению выпучивается симметрич­
но или антисимметрично.

Применяя методику, предложенную в [1], парные ряды-уравне­
ния можно свести к бесконечным системам линейных однородных 
уравнений вида

Хп = ^впгг.Хт (5.1)
/Г! I

где в случае симметричного выпучивания оболочки относительно се­
чений х-0, ф = п (случай а- а)
Х^п(£+$)(;^-2Л%) ’Г։/?‘л>, Г,- (7,-֊7..);։-(/?։֊|-^)т։-(7։֊^):24-

3
4՜ (/А՜՜ Рз)՜'^’ /«я> 1пт— | У/г.-Уд1§ — 6./1! — —; ~ {1!пУ։։՝. ~

2 4 2 п-—ш‘
о

—тгтуп'} при п./ т

л/.-1-Р.֊,Я»+ —(Р’_,-/»)-22՛ Р,;(сО5?Ря-Рл у.-Р^+Л.
2 Г“1

Л—полиномы Лежандра. = (г/1—р3/т.)Г
В случае симметричного и антисимметричного чыпучпвани со­

ответственно относительно сечений л^О; ?—О (случай а—б) в Хп
л

В\я* заменяется на Я]<л>, а в алт 1пт—\\л Гпт, где </»,
о

в случае (б—я)

Лй = п(^4-^)(Л^֊-2Лт?)֊ТаОр, апп=±֊^1пт, ?.֊(РЛР^ +

+ (А—(<71+?г>'2» Л4= 1—(г/1—?։/т)Г7’

и в случае (б—б) в последнем выражении Хк №\п} заменяется на 
а в п.пт /пгг. на ^„т-

Таким образом, задача нахождении критических значений осевых 
ежнмаюших усилий в рассматриваемом случае ври сделанных до- 
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пушениях свелась к нахождению минимальных собственных чисел 
определителя

Д(р, ?, А»//?. Л/Я)=(1е! |^| (5.2)
где <’яст=«(.я։ при п^-т и е„п—а„п— 1, п,т=1. 2, .. .

Введем обозначения: Л=£(.т'/./Р, -- 2м//)., которые весьма 
удобны для численного расчета. (Отмстим, что для значений ■•՛— 
=0,25-4-0,33 1=3,312 Р/Л. -=1,1м/л7р, Л=1,82А*//ЯЛ).  Тогда с 
учетом того, что §Ьл*.  сил՜ с возрастанием аргумента быстро растут, 
при |Ла.///2|5>6 (случаи относительно длинных оболочек) можно 
положить: 7/^0, /=1, 2, (а։^>0), «о- I, (й5<^0) и выражение
Л% упростятся

_ /2 г, (г։-Р֊Ь--2)։/-ЛГ„_1-г — —֊—

где г1=(<:«-2?-2-|֊1 ул ау=(1-р)Чи(г։—р-Н։)։'2. ./=1. 2
.Четко показать, что .Уда равномерно ограничено сверху и для 

больших т имеет порядок О(#г՜2), то есть Ротг^/И 'пг, где Л1=3?Р՛՛4Л. 
Из полученной опенки порядка Л’,я следует, что

у |Ял„|= 1V и|.¥„I|/„„| <-(-!- + V 1 14,„IV
«-1 2 ։ 2 ՝ п п т-1 т / гг > п

/ Л 1 1 1 - 1 1 1 \А( х-----у=-------- и > — 7=-------<1 при н^>п0, где
\л, гл-։ м } /;/ //—т т 1՛ т т—к/

6. Для определения собственных чисел определителя (5.2) были 
проведены расчеты как тля относительно длинных оболочек (упрошен­
ный вариант), так и для оболочек средней длины (/.,}. Р — 0.5; 1; 2: 5). 
В обоих случаях рассматривался диапазон 1/60-7-1/400 изменении от­
носительной толщины Л'р. Проведенный анализ расчетов показал, что 
при подсчете собственных чисел задачи вполне можно ограничиться 
определи гелями двадцатого порядка.

Следует отмстить, ч։г) в случа< О л определитель (5.2) равен 
единице и бесконечная система <5.1) вырождается. Ома ими только 
тривиально«- решешк Л’։| 0 л для «нтр- ас.՛: с пил ■> ։ря минных и тон 
кпх оболочках получается такое же уравнение, как н в [9, 10|. ю есть

Выводы

1. При смешанных граничных условиях (1.1) и (1.2) достаточно 
цилиндрическую оболочку но тангенциальному направлению закрепить 
примерно на 30е в ее потеря устойчивости произойдет при тех же 
значениях ежнмаюшегп усилия, что и в классическом случае (фиг. 2).
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2. Критическая величина относительного сжимающего усилим 
очень слабо зависит от относительной толщины Л//? и относительной 
длины цилиндрической оболочки, что согласуется с результата­
ми работы [5].

ԱՌԱՆՑՔԻ ՈԻՂ'ԼՈԻՌՅԱՄ|։ .2ԱՎԱ1111.ՐԱՋԱՓ Ահ՚ԼՄՎԱԱ ԴԼԱՆԱՅԻՆՌԱԱԱՆՌԻ ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՐ Ык»4». ՍԱՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ ԴՍՊՔՈԻՄԴ. II. 14։!»1՝1’Դ1։ՆՃԱՆII. մ փ ււ փ ո ւ 11՛
Դիտարկված Լ '.ամասես, իղոտրոպ շրջանաձև գլանային թաղանթի 

աոաձղակ ան կայունության իւնղիրր, երբ ճակատն երբ շրջանագծային Ուղղու֊ 
(էլամը մասնակիորեն ամ րակրվտծ են հ մասնակիորեն աղաա են։

/. տրված, որ իէնղրի րււծումքւ բհրվում Լ ղուլդ յ՚՚՚ըը Հավասա­
րումների լուծմանը, որոնր ձե ս/փ սի։սղ աղ երատորն երի մեթոդով բերվում են 
»/ յի ն '• “՚ 'եա ս ե ո հ ա վ ա ասրոէ մն ե րի ը վ ա ղ իոեղու / յա յւ ա ն վերջ հ ա մ սւ կ ա ր գի է 

Հաշվարկները յ/ոլյց են էոայիււ, որ բավական կ գլանային թաղանթը 
չրջանագծա յին ոլոգութ յամ ը ամրակւյեյ 30 ՚ -ով, ե նրա կայունության կ՚ո 
րոուտր տեղի կունենա գսւստկան ւյեււ/ըին համ ասյա տասքս անույ սեղմւոլ 
ճիւյհրի ւյևպբոլմւ

OX STABILITY OF I XIFORM1.V COMPRESSED IN AXIAL 
DIRECTION C1RCCLAR CYLINDRICAL SHELL FOR MIXED

BOUNDARY CONDITIONS
(i. S. BESIRGEN1AN

S u in rn а г у

It is assumed that the initial state is without moment and the Ini­
tial imperfectlvitles are absent.

It has been shown that the finding of constants, in solution w after 
satisfaction of mixed boundary conditions, is reduced to the solution of

Ջ Известия ЛИ Армянской ССР. Механик , №2
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double series equations and by method of transformed operators Is tur­
ned into a quasi-regular infinite system of linear homogenous equation. 
The calculation has shown that values of relative critical stress (p=3xo;3Kp) 
Increase rapidly from 0,5 to 1 depending on the mixed (?).
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