
21L:HiIUiU.4. UUZ ‘M«S(lbmbU»hl‘b lUilk'bbirbUBb SIHUiMLW 
ИЗВЕСТИЯ АкШМИИ НАУК A I’M S! fl (- к о [I C< P

\i. .у. J. 19֊.՝ Механика

УДК 532.516

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОТОКОМ ВЯЗКОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ < ЦЕЛЬЮ УМЕНЬШЕНИЯ 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЗАТРАТ
ПРХТЯН М л, КРАПИЗГКПЯ П Л

I. Управление нормально։: скоростью. Пусть тело 5 обтекается 
стационарным потоком вязкой несжимаемой жидкости со скоростью 
U на бесконечности. Рассмотрим следующую вариационную зада­
чу: найти такое распределение скоростей отсоса (вдува) ио по­
верхности тела, при котором скорость диссипации энергии I) мини­
мальна. Диссипации характеризует потери механической лтергин, 
переходящие и конце концов в тепло. Поэтому 1> является естест­
венной характеристикой эффективности устройства. управляющего 
отсосом (вдувом). Другой разумной характеристикой эффективности 
устройства является, казалось бы. сопротивление X, испытываемое 
телом S. Например, в задаче об оптимальном управлении формой 
тела заданного объема (в отсутствии отсоса) наличие связи /) и Л’ 
[I]

D—X-J (1.1)
показывает, что эти характеристики гидродинамического совершен 
с.тва формы тела фактически эквивалентны. Однако, в рассматри­
ваемой нами задаче изменение граничных условий приводит к тому, 
что формула (1.1) становится неприменимой. Как будет показано
ниже, задача о минимуме сопротивления в этом случае имеет три­
виальное решение с бесконечной тягой (А՜------ос), так что естест­
венной характеристикой эффективности устройства является имеч­
ко Л).

л равнения движения жидкости, 
звруемый функционал имеют вид

j>(v • v)r=—хР рЛг, 
v|s=U"w. v|. U

граничные условия и миними-

V • 0=0 (1.2)
(1.3)

(1.4) 
дх /

Здесь V—скорость жидкости, о плотность, р давление, р динами­
ческая вязкость, Ц7 скорость отсоса (вдува). (/ -внешность тела 5, 
и единичный вектор внешней нормали.

Будем считать, что полный расход жилкост и через поверхность 
тела задан п равен ф.
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|К'<Й=$ (1.5)
.V

2. Д7ловил оптимальности. Для получения необходимого условия 
он нма.чыюсти сформулированной задачи (1.2) —(1.5) восполь­
зуемся методом множителей Лагранжа. Составим расширенный 
функционал

./=£> 1 | {с* • 1рДг» Г/И I• г’)^3дг+'| (2.1)
о х

3.1. с /.= .-опз1—множитель Лагранжа, соответству։рщин ограничению 
(1.5) изопериметрического типа: «՝*—<>*(,?). р*=р*(х)—множители 
. Ьгранжа. являющиеся функциями в области О. которые соответству­
ют щфференциальным связям (1.2). Сходный подход к решению 
других задач математической физики изложен в монографиях [2- 5]. 
поэтому вывод необходимого условия оптимальности приведем в 
сжатой ф >рме.

Первая вариация функционала ./ вычисляется согласно пра­
вилу варьирования контурных и объемных интегралов и после гро­
моздких преобразований с использованием формулы Гаусса-Остро- 
градского приводится к виду

•,./= (|. . а ֊/;*—1ч — / кГС7/5՝-1- */>? • \ ОН 1 ' ОН / ' I Л V
.V а

(2.2)
4- | (рЛи* рЦо • V)**—(V1*) • ®*| 2',’Аг՛} • ?лчЛл՜ 

о
При выводе (2.2) необходимо учитывать граничные условия 

(1.3). Вообще говоря, при составлении расширенного функционала 
(2.1) можно было присоединить соответствующие (1.3) поверхност­
ные интегралы. Однако, достаточно варьировать (2.1) и учитывать, 
чк> па поверхности тела вариации скорости течения 5г и скорости 
отсоса (пдува) 5IV связаны соотношением

5г|Л- н'< IV'
Отметим также, что в (2.2) опушены поверхностные интегралы, 
учет которых при выводе условий оптимальности приводит к ес­
тественным однородным граничным условиям па «сопряженную 
скорость» г*.

Таким образом, в силу произвольности вариаций 5 IV', 5е и 
ьр из (2.2) окончательно получаем необходимое условие опти­
мальности:

в области течения
рДг* V/?* -гр | (п • V)!՛*—(V1’) * V • ® ՜-0, г*|х=г*Ь =0

(2.3)
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па поверхности тела

(ii՝z՜ р* im—»->•)՛ =о (2.4)\ дп * • дп /|х

Здесь V1' -тензор с компонентами , так что (ш») • г>*—
дХ(

вектор с компонентами |(v<’) • «’*Ь= v(~~) ՛ г‘
Т \ '

Необходимое условие оптимальности (2.3), (2.4) в случае ну­
левого расхода Q=0 ранее было получен՛.! несколько иным мето­
дом в работе [6]. Отметим также, что «сопряженная» краевая за­
дача (2. 3) для множителей Лагранжа ©*, /э* возникает и при ре­
шении других вариационных задач в вязкой несжимаемой жидкое։՛.։ 
[7, 8], а собственно условие оптимальности- условие типа (2.4) — 
отражает специфику каждой конкретной задачи.

Полученное выражение для первой вариации (2.2) можно ис­
пользовать для построения эффективного численного алгоритма 
решения рассматриваемой вариационной задачи. Алгоритм пред­
лагаемого итерационного метода состоит из следующих операций:

I) выбирается начальное приближение для распределения 
скорости отсоса (вдува);

2) решается «прямая» краевая задача (1.2), 11.3). Запоми­
наются значения скоростей и и U՜;

3) решается «сопряженная» краевая задача (2.3). Запоми­
наются значения множителей Лагранжа г՛* и /Г. При этом вы­
ражение (2.2) для первой вариации принимает вид

IJ= | ( р ֊ — р* — 4р ֊— 4-1. ) '' К (2-5)
J \ дп ' г дп /

4) задается некоторое значение постоянной /.. соответствую­
щее заданию ограничения па С? и пп. 2, 3 повторяются для нового 
распределения скорости отсоса (вдува). которое определяется по 
формуле

1Р„»-«'яч,+։и7, г«7=—1(5)(и + (2.6)

где ;(5) —произвольная неотрицательная функция, определенна.։ 
на поверхности тела. Выбор улучшающей вариации в виде (2.6) на 
каждом шаге приводит к уменьшению функционала поскольку 
формула для первой вариации (2.5) после подстановки выражения 
для принимает вид

W=- I 7(5) г dv* d;vn

При этом на каждой итерации вычисляется значение функцио­
нала диссипации (1.4). Последовательность операций пп. 2. 3 вы-
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полняется до тех пор, пока величина невязки />( ։ ) — /)( \Х'։) не
станет меньше некоторого наперед заданного положительного числа £.

Использование указанной градиентной процедуры предполагает 
наличие быстрых методов решения прямой и сопряженной краевых 
задач. Для течения идеальной жидкости или газа наличие таких 
методов позволило решить ряд задач с использованием указанного 
алгоритма, например, задачу максимизации критического числа 
Маха при обтекании симметричного профиля крыла [9]. В рассма­
триваемом случае течения вязкой жидкости существующие пока 
методы численного решения уравнений Навье-Стокса (1.2) являются 
весьма медленными и. к тому же. они работают в ограниченном 
диапазоне чисел Рейнольдса [10]. Опыт проведения по­
добных расчетов в идеальном газе [9] показал, что необходимое 
число итераций при г = 10 4 составляет обычно несколько десятков, 
поэтому даже при Ре<10:‘ время численного решения оптимальных 
задач в вязкой жидкости на сегодняшний день недопустимо велико.

3. Приближение Стокса. Сделанный выше вывод о сложности 
численного решения относится к решению оптимальных задач в 
рамках полных уравнений Навье-Стокса. Если упростить исходные 
уравнения движения жидкости, то решение может существенна 
упроститься. Наиболее важным с практической точки зрения является 
приближение больших чисел Ре (приближение Прандтля). В этом 
приближении предполагается. чк> поперечная скорость в пограничном 
слое мала по сравнению с продольной. Интуитивно ясно, что при ре­
шении оптимальной задачи в рамках уравнений Навье-Стокса попе­
речная и продольная скорости буду։ иметь одинаковый порядок (во 
всяком случае для плохообтекаемых тел). Поэтому сформулирован­
ная вариационная задача при Ре֊*оо должна рассматриваться в 
рамках полных уравнений Навье-Стокса, если не введены дополни­
тельные ограничения па максимальную скорость отсоса (вдува).

Другим важным .упрощением исходных уравнений является 
приближение малых чисел Ие (приближение Стокса). В этом случае 
сформулированная вариационная задача при Ис->0 может рас­
сматриваться в рамках уравнений Стокса, так как никакие предпо­
ложения. необходимые для вывода уравнений Стокса, при этом не 
нарушаются.

В приближении Стокса сопряженная краевая задача (2.3) при­
нимает вид

иАг«*= 7(/л^ 2^), V • ** = 0, = =В (3.1)
Задача (3.1) имеет только тривиальное решение V*՜՜։), р: 2/?+соп$1, 
впервые найденное в работе [11]. В результате необходимое усло­
вие оптимальности (2.4) приобретает исключительно простои вид
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Для примера найдем оптимальное распределение скорости от­
соса (вдува) по поверхности сферы единичного радиуса, центр кото­
рой находится в начале сферической системы координат (г, ‘J, ?). 
Ввиду линейности уравнений С. т окса искомое решение можно пред 
ставить в виде суммы решения, полученного в [6] при Q=0 и реше­
ния типа источника интенсивности Q, расположенного в центре сфе­
ры. Действительно, для решения [6] выполняются условия <>niнмаль- 
пости (3.2). а для источника из соображений симметрии /» и д\Щдп. 
постоянны на иоверхнис։»։ сферы, гак ’гто условие (3.՛.! i к»-.же вы­
полняется. Тогда искомое решение приобретает вил

U7=-՝-cos0- У, ■ ■) (3.3)

Картина линий тока около сферы при оптимальном законе отсоса 
4֊

(вдува) показана на фиг. i при Q=0 и Q —- Г. Mt (3.3) вили»)

что абсолютный минимум О достигается при Q О и раиеп О 
16« ,— — ри*. Другое точное решение оптимальной задачи в про-

Фиг- I

тивоположном предельном случае Йе-*ос недавно получено в работе 
[12]. Отметим, что подобно.՛ <՛ рода ;очные решения будут весьма 
полезны и при численном решении оптимальных задач и рамках 
уравнений Навье-Сюкса. ак как <>нп могу։ служить начальным 
приближением для искомого решения, а также использова н>ся для 
оценки »очное։л численных схем
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4. Минимизация сопротивления. Задача уменьшения сопротив­
ления является одной из важнейших задач аэродинамики, причем 
управление отсосом (вдувом) представляется одним из наиболее 
перспективных направлений решения этой проблемы [13]. Однако, в 
рассматриваемой постановке задача о минимуме сопротивления име­
ет только тривиальное решение с бесконечной тягой. Покажем это 
на примере обтекания сферы стоксовой жидкостью. Известно одно- 
параметрическос семейство решений этой задачи [14]

г г3

р^р՝-2А(- ■ И7 = (3 4.4) (1/-П) 
Г‘

Решение (4.1) удовлетворяет уравнениям Стокса, условиям на бес­
конечности и условию прилипания касательной скорости. Семейство 
(4.1) содержит, в частности, известное решение Стокса обтекания 
сферы с условиями прилипания на поверхности (Д=3/4) и приведен 
ное выше оптимальное решение (3.3) при р-֊0 (.4 = 2/3). Сопротив­
ление А', равное

Л- | у5|^5у. ։,7= /Л,у + |.('^+֊>') 
/7 дх։/X

для решения (4.1) дается формулой

X =--
так что при А -♦ -о© А->— ос. Из (4.1) видно, что скорость отсос.։ 
(вдува) № при этом оказывается неограниченной. Поэтому пред­
ставляется правдоподобным, что наложение дополнительного огра­
ничения на IV՛ приведи к тому, что задача о минимуме сопротив­
ления станет нетривиальной. Разумным ограничением на П’ является 
величина интеграла

рРМ5=Л? (4.2)
л֊

которая характеризует мощность, затрачиваемую на отсос (вдув).
Законченные результаты в задаче уменьшения сопротивлении 

удалось получить только для стоксовой жидкости. Разберем деталь­
нее случай обтекания сферы. Как известно, одна и га же варцацй 
онная задача часто допускает различные способы решения. Приве­
денный ниже метод решения существенно отличается от использован­
ного в предыдущих разделах. С идейной точки зрения этот метод 
близок к известному решению Гурвица [15] изопериметрической 
задачи о геле минимального периметра при заданной площади.

Оптимальное решение, которое предполагается осесимметрич­
ным, ищем в виде
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?(г. -,)=r»/,(:)+ V (В„Г< " D„r< ")./„('.) (4.3)
n I

u(r, •.) = P,C.) 4֊ У (S,r 1 «+D„r< ')P„ ,(•.) (4.4)
л I

;.(r, -.) = - 4- V |(n -l)B,r 1 /■)„.'< "I (4.5)
sinO 7i slnQ

Здесь Ря(՜.)—полиномы Лежандра; Л(',)= —; ;==со50. Рс- 
2/1 — I

шение (4.3) — (Кб) является частным случаем общего осесимметрич­
ного решения |16| уравнений Стокса, в котором выполнено гранич­
ное условие на бесконечности и условие отсутствия особенностей в 
поле течения. Заметим, что единицы измерения выбраны таким об­
разом, что скорость ни бесконечности равна (со$0, —О), ։ радиус 
сферы равен единице.

На поверхности сферы должно выполняться условие т՛, । 0. 
Поэтому из (4.5) имеем

О,=0, В, /4,=2, Я„4-'-^-О„=0, /0 3 (4.7)
/1—1

I
Ц = 2֊ | и^> 4г./А

1՛
1

Л=2- I \У:(Г, = 4֊В-.-г— (I /4^/ЛГ -V Ог)5
3 ' Г 2//-1֊1

Используя (4 7). получаем окончательное выражение :։л> мощности

•3

16г (4.8)
Гз(л 1)S(2«֊D

Для решения (4.3) -(4.5) сопротивление дается формулой А' -4я’/Л 
[16]. поэтому из (4.8) немедленно следует, что минимум сопротивле­
ния при заданных Q и .V реализуется на решении, н котором 
при и 3. Окончательно оптимальное решение принимает вид

4՛ ±r4Sln։fjfo'<z±+l_A)_J(1 (.COS0) (4.9)

К cos 9 (4.10)

Из (4.9), (4.10) нетрудно получи и. выражения для А’ и D

А' = 6«р^1~ (4.11)
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1Э= £+ 6=Н/№ ~|к ■ |) (4.12)

(ЗЛ" ЗО’\’/г------—• Тот факт, что подкоренное выражение

все: та неотрицательно, легко следует из неравенства Коши-Шварца. 
Из (4.1!) получаем, что при увеличении .V сопротивление сферы мо­
нотонно уменьшается и при Л -оо г¥-*—ос. В то же время дисси­

пация (4.12) остается ограниченной снизу, в пол •

ном соответствии с (3.3).
Су. Управление касательной скоростью. Рассмотрим теперь за­

дачу о минимуме скорости диссипации при управлении касательной 
скоростью па границе тела 5. Вариационная задача формулируется 
в виде (1.2)֊ (1.4). где граничное условие (1.3) заменено на 
(т1 л)|$ — 0. ('.оставим расширенный функционал

| {ф* * • у)11 V • «ДО3-*
о

Действуя аналогично случаю управления нормалиной скоростью, по­
лучаем необходимое условие оптимальности: в области течения вновь 
получаем сопряженную краевую задачу (2.3), а из поверхности тела

(-.;/-2-‘РЬ- О. «=(0.0,1), / = 1, 2 (5.1)
Здесь г; «= ^до^дх, -ос^/дх,) —тензор вязких напряжений.

Вновь рассмотрим приближение Стокса. В этом приближении 
(5.1) принимает вид

тз/|а==0, /"=1, 2 (5.2)
так что касательные напряжения в оптимальном решении равны «гулю.

Точное решение оптимальной задачи об обтекании сферы при 
управлении касательной скоростью находится аналогично случаю 
управления нормальной скоростью и имеет вид

.±^$1п5, п = 4г}^/’ (5.3)
2г 2

Сравним это решение с другими известными решениями задачи обте­
кания сферы; в задаче Стокса диссипация £)=6я{1{./* в 1.5 раза 
больше диссипации (5.3), а в задаче обтекания непроницаемой сфе­
ры идеальной несжимаемой жидкостью что в грн раза
больше, чем (5.3). Картина линий тока около сферы при оптималь­
ном законе управления касательной скоростью изображена па фиг. 2.

Рассмотрим теперь тадачх о минимуме сопротивления. Эта та­
ла ча без дополнителтшых՛ ограничений имеет, как и в случае отсоса 
(вдува), лишь тривиальное решение с бесконечной тягой. Поэтому 
введем ограничение 
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I дЧ$ = М (5.4)

Найдем точное решение оптимальной задачи для случая сток­
сова обтекания сферы тем же методом, что и в разделе 4. Опти­
мальное решение ищем в виде (4.3) —(4.6). Условие нспрогекания 
на поверхности сферы даст

/?։ /9,== о

#*֊? /Л=0, /т>2
В результате касательная скорость д дается выражением

<7= (2/), 4-3) А <• 2/Л, А 
81п0 81п0

Подставляя (5.5) в (5.4) и используя условие ортогональности [16]
1

■ / / 0. ///А;/
1 ^(Г.= 2 , т=п^2

1
1 //(«-!)(2п 1)

окончигельно находим

I 24 Г. '1{п- 1)(2л— I)
(5.6)

Гак как сопротивление дается формулой Л* — -4пр./;г го из (5.5) 
следует, что минимум сопротивления при заданном М реализуется 
на решении, в котором /.)„ <1 при и 3. Окончательно оптимальное
решение принимает вид

д — — — / Мп О

(5.7)

(5.8)

Из (5.7) (5.8) норулпо получин выражение тли А’

X 6гр/| - /. =(ЗЛ4/2п)‘ '
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В заключение заме:им, что изложенный в разделах -1 и 5 под­
ход к задаче минимизации сопротивления сферы может быть рас­
пространи на случай обтекания более сложных осесимметричных 
гел. Действительно, решение (4.3) —(-1.6) является общим осесим­
метричным решением уравнений Стокса. С его помощью может бы и. 
найдено выражение для ограничений тина .V или М в виде квадра­
тичной формы от и /х.. Используя граничное условие, эта квад­
ратичная форма может быть редуцирована к формам типа (4.8), (5.6). 
Далее, как и рассмотренных выше примерах, надо минимизировать 
сопротивление .¥=— 4-р/Л при фиксированном значении получен­
ной квадратичной формы.

(Г11.ЫИ;1Ч- Ф11-РГU.8U'U.4. 1.”IIJ.SU.>ill«l. 1ЛШПЬВН|
Ц.Ъ11Ь‘ЦГЬ1,1’ ДДПМ||» Д11Н։1* O<nsbiru.l. hlMHk'I.ILPIIbire

И. К. »1‘ni’S-m.k '4. L ։։1'ВЛ1Чи,|1,8

II. И ф п ф и । и'

'ifiiituifilfifuit) /, if ш dm tf ft if шЪ ч i. qil'i.f fi ihifiidffi I/ id tf m fin I/ tub tf ш /н!Ъ ft JHift- 

ft fillip fl I 111 if lit ft (Ь I. fllf/lDI (ft I//II fill'll li fl Ъ ft tf D I if Ill/I Ш tf D 1 f/ J Ulb I fill [1fl Ut [/ ft till 

In)։ I/fl ftp • If ui/niitfi IIDilii.fi/ittt i/f/iif i/Ui III tu;nftlt tl f dliifttUiiif d.tfnilf/i

fuujnitf (tft/md )։

IJ tntlt tflflDt} /,}/ tlDfUtftlilUftllflllDlt Ill'll ft IIIli // J 111 11/ IIIJ if Ulldl it (I fl It til tl It! s' tU /1 if - 

tfini I, [Ji/injftii findiftub Wfifnp/tp.if: [bit pin[ifufi ‘/‘"/Ч1 ft'IJ'l'l1 ''

full If fl ft ft {flit/ft ffty imitiuib tfLuffjnuf ftiititfuif) l։ ttlt/fiftin: <7>i?in ։ji n I/ utftuilfiii. 

P HtlWlhflfl Ollf III fl if UI I if tUDUIlflU flti llAt t] I, Uf fill ft fl '.Ultiutfl ftttt) tf lilt) fib blllh tubui- 

I"1! ftlbtfpfihLfn

OPTIMAL CONTROL OF \ ISCOUS FLOW TO DECREASE 
ENERGY LOSS

M. A. BRUT1AN. P. L. KRAPIVSK1I

S ii 111 in a r y

The problem of the minimum energy dissipation ot viscous fluid Is 
considered. It Is assumed that normal or tangential velocity Is controlled 
on a surface of an arbitrary body. Necessary optimality conditions are 
derived. Using the Stokes approach oi the optimum control problems, 
exact solutions are obtained with different isoperimetrical type const­
raints. According to this approach with an additional constraint on Ihc 
control device power exact solutions are obtained for the variational 
problems oi the minimum sphere drag.
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