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I. При построении расчетных динамических моделей строитель­
ных и машиностроительных конструкций часто использую! априор 
ные представления об их поведении при гармонических нагрузках, 
задаваясь том млн иной формой комплексной жесткости или ком­
плексной податливости. В частности, такой подход используется в 
известных гипотезах внутреннего трения Шлиппе-Бокка и Е. С. 
Сорокина [I]. где комплексная жесткость вводится в различной 
форме в уравнения гармонических колебаний системы. Вместе с тем 
из теории динамических систем следует, что между вещественной 
/?(ш) и мнимой <2(«>) частями передаточной функции физически 
реализуемой системы

Ф(Ач) == Р(ад) Ф «(?(«>) (1.1)
должны сущее՜! нова । следующие зависимости |2]:

Р(ш) = ± 1՜ (12)
г ,' а — к> - .' 7—ю

х —•»
где интегралы понимаются в смысле главного значения. Формулы 
(1.2) определяют собой преобразование Гильберта, вычисление кото­
рого представляет определенные трудности. поэтому непосредствен­
ная проверка однозначно)! связи между частотными характернстп- 
ка.ми Р(«1) и (Дю) для реальных систем затруднена.

В настоящей статье излагается способ вычисления преобразова­
ния Гильберта через преобразования Фурье функций /-’(<••) и 
что упрощает задачу, так как для преобразований Фурье имеются 
обширные таблицы. С помощью предложенного способа исследуется 
зависимость между параметрами комплексной жесткости для гипо­
тез внутреннего трения Фохта и Е. С. Сорокина.

2. Преобразование Гильберта вытекает непосредственно из ве­
щественной формы преобразования Фурье [3] и поэтому оригинал 
з(т) и его преобразование Гильберта

5(/)=4 |՜ *(^֊- (2-о
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оказываются связавшими следующими формулами:

/\(x)«ZFx(a)slgna, /->(«)= -/‘Л(a) Signa (2.2)
где

ос .-г
Л։^=у4т՜ I 1՝(')е*Р(':’')'/՜՛ ЗДяу=- |S(')exp(Za-)</-r (2.3)

есть Фурье-преобразования функций \(-) и 5(0 соответственно. 
Формула (2.3) позволяет произвести вычисление интегралов (1.2) 
в тех случаях, когда известно одно из преобразований (2.3). Дей- 
ствительио. пусть известен интеграл /*\ (а), тогда по формуле (2.2) 
мы можем вычислить /\(а), а затем по формуле обращения

ОС
$(т) = I F,(a)exp(֊«at)tfa (2.4)

' £ •* J— А
определиы. интересующую нас функцию х(т). Во многих случаях 
вычисление интеграла (2.4) может оказаться более простой проце­
дурой. чем вычисление преобразований (1.2). Рассмотрим несколь­
ко примеров вычисления преобразований Гильберта.

а) Пусть 5(/) = ''(')՛ * ie '«(О дельта-функция Дирака.
т с.՝ > \ 1 с / \ .signa1 огда Л.ч(х) = г~. /՛,(?) = / г —

I 2- » 2-
Г’о формуле (2.4) получаем

| signaexpf - Zen) <6. = ~ f , 1| slnaraa = —
о

Здесь использована известная из теории обобщенных функций 
формула [4] 

«V
| exp(::A-)tf; = /A-_J г го(х) 

о 
откуда следует

яг
| sin , | cos ixdl-r.Z(x)

b n
Подставляя полученное выражение для х(-) в (2.1), можно по­

лучить интегральное представление дельта-функции ©(/) r виде 
, 1 свертки двух функции —
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Нетрудно также заметить, что полученная для х(-) формула 
непосредственно следует из основного свойства долма-функции. 
Действительно, из (2.1) следует, что

ф)=_± |-а^_

и при 5(/)='»(/) сразу получаем х(-)^ —.

6) Если функция 5|֊’) имеет вид единично!՜: функции Хевисайда 
8(1) —Н(1). то

I/<2-5)
I аг 2՜

Отсюда

Ф)= 1 Г е/1 (2.6)
.՛ 7
О

Полученный несобственный интеграл расходится и с точки зре­
ния классического анализа не существует. Для придания этому ин­
тегралу смысла рассмотрим преобразование Фурье функции |х| 2,п՛ '.

Согласно [4] (с. 227) в приведенных выше обозначениях
л?л»

֊‘(9) = Ж 1е- ” -М)|П|Я|] (2.7)
где

1-1.2.^ . . . ^4н֊Г-(1) • (2.x)
(2м)! 2 2гн м)!

|5] Г'(1) = —С, где С —0,5772.. . — постоянная Эйлера.
Вместе с тем из (2.7) следует

(2 9>

п
откуда при /?г֊0 получаем интеграл (2.6) Следовательно,

<■•(,)=-±|1 С-ШН1 (210)

в) Рассмотрим теперь случай 5(0 = Г (ч 1- 2. 3, . . .). Имеем

при четном п и

/'\(7.) — |/ — | /ЛСО8 а/<.'■/

6

ОО

/-\(7,)=1 | /л8(па/4//

6

(2.П)

(2.12)

при нечетном п.
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Вычисляя интегралы (2.5) и (2.6) ([3], 3. 76!) и учитывая (2.2), 
находим при п «ici ном и нечетном соответственно

г / ч . ■ / 2 . !'('/•+1 ) (« М)кЛ(я)=и I/ -“.signa----- :----cos-—~
I ~ л" ։ 2

с . ч । 2՜ . Г(«+ 1) . («1-1)-Л(’) = — I/ — sign Я —---- — sin ----------| “ я" 1 2
Далее получаем при п четном

2iT(«-H)cos(”+1>g ՝
ï(,)=------ ------ - -------1—(2.13)

О
Интеграл, входящий в (2.13), может быть вычислен по формуле (2.7). 
Учитывая (2.8) и обозначая п=2т, находим

Г COsau/a (-1)՞-«։"' 1.1, ! г , . I֊֊—— =-------------  if... , — -C -f- |п я I
.՛ r֊m ’ (2w)l I 2 2m<»
При нечетном n необходимо воспользоваться следующей фор­

мулой [4] (с. 218) с введением дополнительного множителя за счет 
различного обозначения преобразования Фурье

'■֊’КИЙ 

Поскольку

О
ТО

1՜cosgj:dA՜ = .
J А’2« 2(2/п-1)!
о

3. Применим далее описанный выше способ вычисления пре­
образования Гильберта для анализа динамических систем с внутрен­
ним трением, описываемым гипотезами Фохта. Г. С. Сорокина и 
Шлиппе-Бокка [I].

Для простоты рассмотрим безынерционный упрутовязкпй эле­
мент. Для элемента Фохта уравнение гармонических колебаний име­
ет вид

суД-Лу = <?ехр(Ао/)
и комплексная жесткость

/<(н>) — k\ ico>
Действительная и мнимая части передаточной функции
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p(u>) = ReK-J(w) = \ , Q(u>) ■ ImK '(•») = - (3.1 )

Проверим, соблюдаются ли для характеристик (3.11 зависимое 
ти (1.2). Вычислим преобразование Фурио функции Р(«>)

сю
г / . k i' exp(z<ua)t/»'> , II. 1ч

— *4 
Следовательно,

/'o(7)= /signal. 21f 1 exp ( — j?|A • c ')

Q(w)=- — ֊— I signaexp( |л|& ‘ Zaw)</a= —— -----
2 c A2-p«>2 • f՜-

—<x
I. e. приходим к функции Q(«), задаваемой формулой (3.1). Таким 
образом, фохтовский элемент удовлетворяет условиям физической 
реализуемое! и.

Безынерционный элемент Е. С. Сорокина описывается диффе­
ренциальным уравнением гармонических колебаний

k(w \-iv)y -g exp (/W) (3-2)
где корректно определяемые параметры комплексной жесткости 
имеют вид [G]

1 Iи = ———, v= ■ . ■ 
Fil*/ V

причем параметры и. <՛ не зависят от частоты возмущения Здесь 
7 -коэффициент потерь. Поскольку иУ г* — 1, го для этой модели

Q(o>)= vk ‘ (3.3)
Следует отметить, что аналогичный вид имее։ комплексная 

жесткость, соответствующая гипотезе Шлиппе-Бокка, согласно ко­
торой уравнение гармонических колебаний безынерционного элемен­
та имеет вид

k. • ՛'-—— у ку =<?ехр (։«»։)
HI

Комплексная жесткость в этом случае

А(<и) = /г(1֊г-/7)
совпадает с комплексной жесткостью для гипотезы Е. С. Сорокина 
при часто применяемых в динамических расчетах значениях пара­
метров М—1. г^=7.

Проверим, выполняются ли для характеристик (3.3) зависимос­
ти (1.2). Определим преобразование Фурье функции Р("*).
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отсюда
/'q(7) — ink՜'1 2п signт ?.(з) 

и

^('•0=—I 8!£П ■> СХр(—Гт)б(«)*/*=0 
/? . 

• О.
Как видим, для этих моделей зависимости (1.2) не выполняются 

и, следовательно, эти модели нс являются физически реализуемыми. 
Таким образом, приведенный способ вычисления преобразования 
Гильберта позволяет сравнительно легко производить анализ апри­
орных моделей динамических систем, основанных на построении комн- 
лсксной жесткости или комплексной податливости системы. Это։ 
способ позволяет также аналитически определи и. одну из состав­
ляющих комплексной жесткости по экспериментально определенной 
другой соста вл я ющей.

‘H’bUUb‘iU.>iin, J>$U.OIlSUlki. 2U.ITUP 2l‘I.PbPSb
‘1Ь‘1.и.ФП1и(П4>;Н1.՝1. «ФРаГИГиЛ, 1Г1՛ IH.U.MJJiI’ iru.llbl,

1.. % «ibSPAUdUb

U. if l|l II ||> n l J

d iiipiiiiynf iinf I, z/ifpLpuift лкшфк fiiiup jw'tt tWfifJinh iil/f.}nri[i fbiiip/ijfi 

'j>in'lll{t)(nn ifi AhtJii/in/iiif шЪ i/ftf n у ntft и>п.шчшгцч[тЬ if lifhu/tnf ՝J,inui4tninfin<l՝ I, 

tiiiJ ицЪриш jft\i Ijllftrinifi Jlllli ti/iupiuif Luiplipfi iffipt I/III fin/Itld 1'IP {lll'itp illllfttlllft 

Il U lipttf/flltfl 'll/-[![>fl'll Jlplf Ill'll ■>' fl U{II pl.t/ ft .ttnitnp!

\ METHOD OF APPLICATION OF GILBERT TRANSFORMATION 
FOR THE INVESTIGATION OF DYNAMIC SYSTEMS

I.. G PETROSIAN

S u m in а г у

\ method oi calculation of Gilbert transformation was set forth 
through Fourier transform function. With the help of the proposed met­
hod the dependence between the complex rough parameters for Fbcht's 
and Sorokin’s Internal friction hypothesis was studied.
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