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При решении конкретных задач нелинейной вязкоупругости с не­
однородным старением, когда возраст материала зависит от коорди­
нат. возникает необходимость в опенке точности предлагаемого ре­
шения, сходимости метод;֊ последовательного приближения. В это« 
случае могут быть использован։, приводимые ниже оценки. В работах 
[1. 2] доказывается сходимость метода (упругих решении) линейных 
вязкоупругих приближении [1] и метода последовательных приближе­
ний с интегральными преобразованиями [2] для нелинейных задач.

1. Пусть связь компонент девиатор՛։ напряжений $ц с компонен­
тами девкатора деформаций тля определенности соответствует несжи­
маемой изотропной кубически нелинейной вязкоупругой среде в случае 
неоднородного старения

5.7(0 - V 2|/?Й» ■ Щ'՝ /?&>(/?<<> " е ... )’£<'>- (1.1)

Здесь и ниже приняты обозначения

/?>■■(.•= /?(-0)=0. ?(-0) 0. (е^У-е^е,,
-О

/'-I; 3 (1.2)

В формулах (1.1) А^./ЧО (/7-1; 3) функции, определяющие ста­
рение; -°(аг) момент изготовления материала в окрестности точки х 
|3]; /$’*(/)—функции влияния, определяющие релаксационные
свойства. Для композиционных неоднородных .материалов функций 
влияния зависят явно от координат х. Значок обозначает дейст­
вие интегрального свертывания. Четвертое равенство (1.2) определяет 
скалярный квадрат компонент тензора.

Уравнения равновесия, связь деформаций с перемещениями, гра­
ничные условия в напряжениях на части поверхности V- и в пере­
мещениях на части поверхности У« запишутся в виде

5о./=/<; ~ («г,/4 «/./); ^/=0
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—Л------=00,1; <5\ = Р/------
3 3

Здесь $>—плотность массы. Г, —удельная массовая сила, ^—компо­
ненты тензора напряжений, Р,—заданный на поверхности 2£г с нор­
малью И) вектор напряжений, и.о—заданные на поверхности Уи сме­
щения.

Для решения полученной краевой задачи (1.1), (1.3) определим 
А! (модифицированное) пре образование 1а .ласа-Кзргопа и-внатора 
напряжений 5//. задаваемого ().!):

(;115У)(Л) - 2 2<,(р)О Рй* (Р)|РГ(Р)1’«.(Р))’} <1Л)
ч ՝

З.цсь в ниже инд ксом ■■ обози;՛.՛’;։'*тс1 преобразование Лапласа-Кар­
сона с параметром р. Заме;им, что в (I 3) в силу последнего равен­
ства (I -2)

Р?՝г( /’>е*р 1֊ />-°(а)|, /== 1; 3
По (1.3) ля связей 5 —суммы Поспеловаюльных многократ­
ных сверток .И-преобразование будет преобразованием Лапласа-Кар- 
сола, а для суммы произведений сверток (1.1). вообще говоря, отлич­
ным от последнего.

Поставим и соответствие краевой задаче (1.1). (1.3) краевую 
задачу фактивной кубически нелинейной упругости с определяющим 

! соотнбшеннем (1.4)

(Л15,7)? = .И/!; е-.= 1(Ц;? + иу;),

Ч1ибы определигь М/\ и .И.7’, будем пользоваться рекуррент­
ными формулами, связывающими величины при *-ом и (> - 1)-ом 
приближениях:

-И//С- •) /(• «Г; .{..д; уду-1)
(1.6) 

н. :)„у. уч֊и=0; ,?Д-И=0. /И^֊’)=о

Для реализации итерационного процесса необходимо в (1.4), (1.5) 
А1Д .'И.՛-?,, /\\Sij, е^., и* заменить соответственно на ЛГ/р, АЦ>< ։ 
■Мч^1. «<՝>’. После определения из (1.4), (1.5), (1.6) е\у. «<՝>’ при
помощи обратного преобразования Лаплгсз-Карсона находятся 
«)’՝■ Выражения е 9 подставляются в (1.1) для определения $у. Да­
лее подставляются в третье и четвертое равенства (1.6) для на­
хождения /}'), и т. д. Положив в (1.6). а также в других урав­
нениях у=оо и сделав над вторым и пятым равенствами (1.5) обрат­
ное преобразование Лапласа-Карсона 1/*, с учетом использования 
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(1.1) для определения $։/ получим, что после бесконечного числа 
приближений система уравнений (1 1). (1.3) удовлетворяется. Но еще 
необходимо выяснить, при каких условиях итерационный процесс 
сходится к единственному решению. Только сходимость и скорость 
сходимости зависят от вида .11 -преобразования. Например, в качестве 
ЛЬ преобразования (1.1) можно было бы взять линейную по е.-у часть 
(1-4).

2. Для доказательств сходимости итерационного процесса не­
обходимо записать уравнения (1.3) в интегральном по пространству 
виде

^(М5и'>'/'(^е1)^)аУ= : 12 1)

V «, и
В формуле (2.1) фигурирует основная пег.тор-функ ит удовлет­
воряющая на условию: г,- О, й

5^«)֊.^ д)-(МЗД’/'(«) (2.2)

Делая над (1.4) обратное преобразование . 1а..ласа-Карсона I/», най­
дем ясный вид вспомогательных напряжений (Л!^՝/)' •, входящих в 
(2.1), (2.2):

л
(Л15,V 2е}} ед..Г֊| (2.3)

ч •
Здесь и ниже введено обозначение

(/?^)2-А>гу/г (2.4)
Если подставить (2.2) в (2.1), то .осле уничтожения подобных 

членов со вспомогательными напряжениями, получается тождествен­
ное выражение с использованием формул Коши для е./('у). условия 
г՛,—0, первого и четвертого соотношений (1.3) Правая н левая
части (2.1) могут быть представлены в виде скалярных произведений

«)։м, х)) = ((?2«, г՛) (2.5)

(«, т/) = I «?//(«><?//(^)^ V*; М2=(и, и) (2.6)

Запишем два ризных условия сходимости а) и б). Если для лю­
бых дважды непрерывно дифференцируемых вектбр-функций и;, и< 
вы пол ня юте я условия 
а)

/.1М|Л^(Д//Д|^֊|Л^(Х//Д|։Ч2>^р<Д«։֊«2)1г. «о» (2.7)

Ю - 5^(м2)1г^?[^.(^֊п2)]2, (2-8)
пли 
б)

£3֊{!/И5(Д//1)|^_ | Д15( .(«Л’/ДМ^)’!^.. («-։֊//г)|\ <?>0 (2.9)

£4^|5{д(к։)-5(д(н2)]2Х7;)а[б?<Дк1—м։)1։. 7,>0 (2.10) 
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и кроме того, начальное приближение н(П> таково, что

г<>';|м-«(°)|| (2.П)
7

! ‘7о'?։
для а) 
для б) (2.12)

то метод последовательных приближений сходится к единственному 
решению.

Рассмотрим случай а). Соотношения (2.5) можно записать в 
обобщенном виде:

и=Ои, 0 = 0^02
Из определения нормы и из условий (2.7), (2.8) получим

(Qг^l-Q^շ• ‘?)8«^?11"։-"<1ГМв (2-13)

' <?։«!-֊ «г-«։|| (2.14)
11Р1«1֊Р1"г^7с11"1֊«211։ (2.15)

Из (2.15) и определения обратного оператора (?;1 вытекает

во;1«։-—11"։-«։|| (2.16)
7 о

Если в (2.16) вместо п2 поставить соответственно <?։м։, (?։п2 и 
учесть (2.14), получим

ПС?«, "гЗ* 7=~ <1 (2-17)
<Ь

Следовательно, оператор О является сжимающим.
Аналогично и случае условий б) оператор С?' также будет сжи­

мающим |2]: = С/ = (<?2)"1<?р где Р’,. операторы левой н
правой части уравнения, получаемого из (2.1) переносом влево пер­
вых двух слагаемых в правой части.

Кроме того, по (2.11), (2.17) оператор <5 (аналогично О') пере­
водит шар радиуса г с центром в точке «<°> з себя:

II ֊ р«(»):ц-|ри(0)-«<°)||^г+^ г—г, = 00.
Я

И՛ принципа сжатых отображений вытекает, что предлагаемый метод 
последовательных приближений сходится к единственному решению. В 
работе [2] доказывается сходимость при более частных условиях, чем 
(2.8), (2.9).

3. Выясним, при каких ограничениях на функции влияния и про­
цессы выполняются условия (2.7) —(212'1 сходимости метода лослело- 
вательных приближений. Получим выражение для <70, входящего в 
(2.7). Будем исходить из предположения о малости шестых степеней 
Деформаций по сравнению со вторыми
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.(«/)<»I’- /=1;2 (3.1)
где проекционные ядра PJ2(/) я /?J4(/) определяются так:

Яи(/) = 2 2/?Ж^ /?_,.(/)--= v 2/?.^ (/?(<)» (32)

В (3.1), (3.2) кроме обозначений (1.2). (2.4) используются обозначе­
ния

(/?4^)3=ft։<&/?<®/?4 (3.3)
С учетом оценки (3.1) и равенства (2.3) левая часть неравенства (2.7) 
обозначаемая через /ч. эквивалентна выражению

^i“|[^K+yz<u®f(^..(«։)0)’-r(^..(M։)®)։l |®e(.(w։-«։)[ +

«։)]e?//(Mws)} (3.4)
Для оценки (3.4) применим к первому слагаемому в (3.4) один раз 
теорему о среднем для интегралов Стилы веса, а к оставшейся части— 
четыре раза (пол знаком четырех интегралов), предполагая монотон­
ность деформаций со временем:

^i=jz?»+yA>M0|(^..(«։)0)14- (^..(«2) ; У]^а)еи(/м։-^)е{/((,их—и2)-

«։+«2)^J;r «1 ч^еч((;и. и2)еч(1, ut4-zzs)
г —О, 1.2, 3,4 (3.5)

В (3.5) сг— неопределенные времена, появляющиеся из-за исполь­
зования теоремы о среднем.

Первое слагаемое в (3.5) неотрицательно. Знак второго слагае­
мого может быть отрицательным. Поэтому для опенки 1.х снизу оценим 
первое слагаемое в (3-5) снизу и вычтем опенку модуля второго сла­
гаемого сверху, используя при этом теорему Коши-Бу няковского

zz2)^5(’1։ zz։)|^iea.(E։, zz3)tv(:s, zz5) |’''2р;,у(ч. w։)l։'2
В результате получим опенку (2.7), где

Й=п11п !/?,։֊։- “/?3;0K<?(..(zzJ)^)2-|֊(/’(..(zz2)0)2J I (-)— 
• ( Ал

—тах|/?։г(т)|тах!/?з4(т)|Е^. ;-;«maxe։.i(«0e»(z//), / = 1;2 (3.6)
1 Z "՝

Здесь функции /?13 н /?։Ч определяются при помощи (3.2). Аналогично 
с учетом (2.2), (1.1), (2.3) проводится оценка Z, левой части (2.8). 
Кроме условия (3.1) использовалось условие малости шестой степени 
e<j вида

[ |<£| /?i։-g^17(///)H /?։2Ж/(Ц/) l
где
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Щ«/)0=2 2AW)(A^W(«0)2(O • (3.7)
V-։

Ядро оператора (3.7) обозначим через /?3։(/, ", ///). В результате по­
лучается оценка (2.8) для

9? = 1пах[/?1'։(/, -)]’■! бшах 4, (3-8)
Т f

Здесь определяется (3.6), а

/?;,('. х) WW>)(‘)I

maxj/?^(x)!max|/?^e)|s (3-9)
V-։ г 1

Таким же образом можно получить оценки (2.9), (210). При этом

(<?о)8 = max /?|0(-) 4֊ Згпах |/?12(т)| /fan £ 
I ։

(9;)»=min ,) + 1|/?и(/.,. т. а>)|-

(3.10) 
[(₽<. (">)? )’֊ (е( Хк;)®)Ч(-)}’֊2тах|/?;2(А

Здесь Р'ч(.’’1 iii)- ядро оператора (3.7).
В соответствии с доказанным в п. 2 метод будет сходящимся, 

когда в соответствии с (2.12) параметр q будет меньше единицы. При 
этом q0. q}. q'(y q\ определяются по (36), (3.8), (3.10) и зависят от 
функций влияния, учитывающих старение, линейной и кубически нели­
нейной теории. Оценки, а потому сходимость, зависят также от уровня 
деформаций ew, от характера во времени изменения деформации 
(квадратная скобка в (3.6) и в (3.10),.ядро оператора /?и (3.7)). Не­
однородности старения влияет на скорость сходимости не только из-за 
зависимости оценок от деформаций, но и явно, так как в силу обозна­
чений (1.2) в оценки в,ходит т°(х) момент изготовления материала. 
От момента т°(х) зависят величины /?12. /?31, /?1?. /fa«. При полу­
чении опенок отбрасывались инварианты шестой степени по деформа­
циям. Заметим, что для кубической теории во внутренней энергии удер­
живают инварианты только до четвертой степени по деформациям. С 
этой степенью точности получилось, что если в линейной области ма­
териал нестареющий, то одно нулевое приближение дает практически 
точное решение даже, если в нелинейной области материал старею­
щий. Это следует из того, что при /?^7.'(Л, где //(/)—функция
Хевисайда. /?п(/, т).-^0 в (3 9) и по (3.8), (2-12) имеем <?։=0 и 
?=0. Этот результат—довод в пользу использования метода Л?-пре­
образования для учета нелинейности и старения в области нелиней­
ности наиболее быстрым образом Метол последовательных прибли­
жений сходится за одно приближение ешс в одном случае, когда <у=0 
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при <?п = 0. Из (3.10) и (3.2) вытекает, что тля этого нужно, чтобы 
равнялось нулю линейное проекционное ядро /?18{£)=֊0 Это возмож­
но, например, когда в (3.2) Л’—-2. -.°(л:1=0,
= —/?^(/). Практически более важными являются оценки (2.7). (2.8). 
(3.6). (3.8).

В качестве примера рассматривались процессы деформирова­
ния неоднородно стареющего бетона

=-.«г։|1-ехр(-Л/)|, //֊И2. 21 (4.1)
Здесь Л—величина порядка скорости деформирования, £Л։ = Ю՜2 — 
максимальная деформация. Из-за малого интервала времени рассмот­
рения (тах/=50 сут) в модели (1.1) ограничивались случаем ;У= I

Функции релаксации напряжений бетона получались аппроксима­
цией моделью вила (11) функций релаксаций напряжений, являющих­
ся резольвентами [4] в линейной области функций ползучести, пред­
ложенных Н. X. Арутюняном [4]:

К(/, ^) = б(т) + ?(т)[1-ехр(-701
?(т)=Со-М,/(т-:-2О), ад֊-0,{1-ехр[֊3(т4-20)]}

Здесь отсчет времени отличается от отсчета времени от незатвердев­
шего состояния бетона на 20 сут. Для бетона принято [5]:

Со=О,9945 1(Г10(Г1а)“\ Ах»4,714 10՜’° сут/Па, -,=(),03 1/сут. 6, = 
= 2.548 10’° Па. > = (1.17, 2=0.206 1/сут.

Здесь >—постоянный коэффициент Пуассона.
В нелинейной области сжатия бетона принято, что функции не­

линейной и линейной ползучести пропорциональны с коэффициентом 
10՜18 (Па)՜2, что на деформациях =п соответствует нелинейному эф­
фекту н 3(>%. Функция /?.у(/). определяющая старение в нелинейной 
области, принималась пропорциональной функции .9Ц)(г) старения в 
линейной области деформирования, а функции релаксации напряже­
ний в нелинейной и линейной областях связывались так:

Скорость релаксации Г функции /?£>(0 для нелинейной области де­
формирования отличается от •; (Г=0,0335 1/сут).

Наращивание бетона происходит с постоянной скоростью и вдоль 
оси х образца (-и= х/-.о). Определим малый параметр д, характеризую­
щий сходимость, по опенкам (2.12), (3.6). (3.8) в частном случае, ког­
да и,=«2. Для такого дифференциального (см. (2.7), (2-8) при м։ = «й) 
малого параметра в нелинейном случае сценки зависят от одной ско­
рости деформирования Л.

На фиг. I 3 приводятся кривые зависимостей дифференциального 
.малого параметра д, определяющего сходимость процесса последова­
тельных приближений, от погонной скорости наращивания образца, 
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от безразмерной координаты образца, от скорости деформирования 
в линейной и нелинейной областях неоднородно стареющего бетона в 
момент /==50 сут. Па фиг. 1—2 скорости деформирования Л выбраны в 
случаях наибольших значений (/ (для других скоростей Л сходимость 
лучше). Из графиков следует, что нелинейность, вообще говоря, ухуд­
шает сходимость. Значение <у на фиг. 3 медленно изменяется в нели-

Фиг. 1 Зивисимости малого параметра при сдвиге бе­
тона (х=1, А—0,0334 I сут, '֊50 сут) от погонной 
скорости его наращивания и линейной области (-------- )

и нелинейной области (. • -)

Фиг. 2. Зависимости малого параметра при сдвиге бе­
тона (о /—0.1 1 сут, Л 0.033 1 сут. /—50 сут) от без­
размерной координаты наращиваемого образна п 
линейной области ( -------- ) и нелинейной области

(--------)
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нейном случае кроме двух интервалов (практически меры нуль) при 
Л^З и при Л-^Г. Достаточные оценки работы (особенно из-за слагае­
мых со знаком минус в (3.6)) должны быть улучшены. Недостаток 
оценок (2.7) (2.10), (3.6). (3.8) заключается в том. что условие вы­
пуклости оператора С? формулируется в сравнении функций вязкоупру­
гости с квадратичными формами деформаций, характерных для упру­
гости. Поэтому сходимость метода последовательных приближений; на

Фиг. 3. Заниси!..ост»| малого параметра при ֊ма։п с бе­
тона (v I. v /֊0,1 1 сут. г -S0 сут) от скорости те- 
формируи, ни» и .'iiuivhHO.i области ( -) <։ нелннсЛ-

Jidft области (֊ • —)

самом деле, гораздо лучше, чем сходимость, определяемая малым 
параметром q, представленным на фиг. 1 -3- Из зависимостей фиг. I 
видно, что существенная разница в скоростях сходимости в линейном 
и нелинейном случаях для однородно стареющего материала (боль­
шие т՛;/) уменьшается .'.о куля для материалов, полученных медленным 
наращиванием ( г,7<0.(Н 1Д т). При больших скоростях наращивания 
(•'./ -З) скорость сходимости приближений практически не зависит от 
скорости наращивания. Сходимость в зоне образна, выполненного из 
мало состарившегося материала, хуже (фиг. 2). В линейном случае 
сходимость не зависит от скорое .и деформирования (фиг. 3); в нели­
нейном случае эта зависимость выражена практически слабо.

ԱՆՀԱՄ ԱՍԵՄ* ՄԵ1։Ա811հՄՈՎ ՈԶ ԴԾԱ8ԻՆ 11ՈՂՔԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐ!’ 
ԼՈԻԾԱԱՆ ԺԱՄԱՆՍ.1։ ,9,ՈԻԳԱՄԻ$ՈI'Ի':311ԻՆՐ.

Վ. •!.. Կ11ԼՈԿՈԼ2Ի>ւՈ«կ 1'. Ա. Ա՜ԱևՍՔՈՎԱ

Ա մ փ ո փ ո է մ

Անհամասեո ծերացումով խորանարգ ոշ գծային մացուծիկաոաձգական 
կոնկրետ խնգիրների [ածման ծ ամանակ, երր նյութի հասակր կախված Ւ, 
կոորդինատներից, անհրաժեշտություն Լ առաջանում լուծման ճշտության 
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և մեթոդի զուզա մ իտութ յան գնահատականներ։ Աշխատանքում ստացված 
են կորիզի, ոելաքսացիայի, ծերացման պրոցեսների Համար պայմաններ, 
որոնց կատարման դեպ բում ինտեգրալ ձևափոխություններով հաջորդական 
մ ոտավորութ յունների մեթոդը զուգամիտում Լ։ Արդյունքները կիրառված են 
դեեիորմ արիայի և նյութի աճեցման աճից կախված, զուգամիտությունը որո­
շող փոքր պարամետրով բետոնի օրին տկի վրա։

CONVERGENCE DURING NONLINEAR CREEPAGE WITH 
HETEROGENEOUS AGING

V. V. KOLOKOLCHIKOV, 1. $. MAKAROVA

S u rn in ary

During the solution oi concrete problems oi cubic nonlinear visco­
elasticity with heterogeneous aging, when age of the material depends 
on the coordinates, It becomes necessary I > estimate the accuracy of tne 
solution ап.I the convergence or the method. In the present paper con­
ditions for processes, relaxation nuclei and aging were obtained. During 
the realization oi these conditions a consecutive approximation method 
will։ integral transformations has been converged« The results are illust­
rated on the example of concrete with the dependence of small parameter 
which defines the convergence. This dependence.in its turn depends upon 
rate deformation, material rate joint during sample production, coordina­
tes ot heterogeneously aging material in the one-dimensional problem.
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