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Во многих областях современной техники при создании гибких ав­
томатизированных линии широко используются манипуляционные ро­
боты для выполнения различных технологических операций. Разработ­
ка эффективных режимов управления роботами представляет собой 
аюуальную задачу Вопросы математического моделирования, а так­
же построения алгоритмов управления движением манипуляторов 
изложены в работах [1—6] и др. В раооте на основе известных .ме­
тодов теории оптимального управления исследуются вопросы мате­
матического моделирования технологического процесса, где одним из 
основных элементов является манипул л юр. Приведена постановка и 
некоторые частные решения задачи оптимального обслуживания ма­
нипулятором конвейеров.

1. Описание управляемого процесса. Рассматривается управляемый 
Технологический процесс, который состоит из главного конвейера 1, 
вспомогательного конвейера 2. манипулятора 3 (фиг. 1). Задача ма­
нипулятора состоит в том, что он должен оптимальным образом пере­
ложить нужные летали с главного конвейера на вспомогательный кон­
вейер. Для описания этого процесса введем инерциальную ОХ К/и не-
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инерциальную (связанную с манипулятором) системы коорди­
нат. Пусть главный конвейер движется относительно системы ОХ У/, си 
скоростью -уг а вспомогательный конвейер—со скоростью г՛.. Манипу­
лятор, обслуживающий работу конвейеров, в общем случае может 
быть многозвенным. Здесь рассматривается только управляемое дви­
жение последнего звена манипулятор! при заданном движении 
его основания. Все движения рассматриваются в плоскости Хи}'. 
Последнее звено манипулятора состоит из направляющего цилин­
дра и руки (стрелы) ио охватом Манипулятор имеет две степени под­
вижности. отвечающие перемещению стрелы вдоль направляющей н 
повороту направляющей вокруг осн вращения Указанные движения 
осуществляются при помощи линейного электромеханического при­
вода н пневмоьрввода. Электромеханический привод расположен в 
основании (в точке \) и содержит двигатель постоянного гока с 
независимым возбуждением. Обобщенные координаты, соответствующие 
степеням подвижное гн, следующие: ф—угол поворота направляющей, 
6 угол поворота ротора электродвигателя относительно осн вращения 
ОхХх (С—гг-О, п— коэффициент передачи редуктора электропривода, 
х((}— расстояние центре масс стрелы то си вращения в момент вре­
мени /. Управление системой осуществляется при помощи момента 
электромагнитных сил М(/). приложенных к ротору электродвигателя 
относительно оси его вращения, и силы /?(/) пневмопривода, прило­
женной к стреле и направленной вдоль оси отверстия направляющей.

Введем обозначения: / -полная длина стрелы. масса ротора 
электродвигателя. /, момент инерции ротора относительно его цент­
ра масс, т,— масса цилиндра, Л—момент инерции цилиндра относи­
тельно осн. параллельной ОХ и проходящей через его центр масс, 
гп3— масса стрелы; /3—момент инерции стрелы относительно оси. па­
раллельной О/ и проходящей >■ ‘рез се центр масс, <՛> — вектор угло­
вой скорости вращения цилиндра, г радиус-вектор основания пос­

леднего звена манипулятора отнесигельно точки О, у—радиус-вектор 
центра .масс стрелы относигелкно точки О.

В неннерциальной системе отсчета ОгХх}\Хх векторы г, о, ® 
имеют следующие координатные представления:

-М')

О

хв(/)ч-л'(0соз
Уо(0 4 <р •

О
О

Положение летали на главном конвейере и ее скорость, а также 
местоположение детали на вспомогательном конвейере и ее скорость 
в системе О1Х1У\Х1 определим соответственно угловыми (*?«., 
(?♦«, ?*♦> и линейными (!*, /*), (/»*, /».) переменными.

2. Уравнения движения. Уравнения Лагранжа, описывающие 
движение манипулятора, имеют вид

| / - 4гл3х’-г (гп-рг-т - У5)֊г4т3х(у.51п?Ч-лвсо5о)]? ±
40 + /Я3(Х0$1П <Р- уоСО8 ?)А՜ 4- |8м։Х -р 4/Л3(у0$Ш<р ч Х0СО5'?)|Х’?4-



-г I '1{'Пхп' 4- тг 4 тл)(хах0 4 у0У0) 4֊ 4^։л (у0$!П« л:0СО5») ]? 4֊
2ти3х(у0со$<| — х0$1Пг) 1 2т3.х (у0со.ч? - х0$!п?)«2 4֊

• •֊(тхп - /«а4֊'«»)(-*оУо ~Увло) (О (2.1)

Ш3Л' - /яд(л-051п? — УоСОЯр)? — ///3(л0со8'г 4֊ у0$1п<р)&։ —

֊ 4трс±2 — ш3(Х>со8» - у*ып?) — 2лт4(у0со>г ֊ л-0$;п?)<р = /->(/)

где /=л։/։ 4 }-Д; л՜.,. у0, л'о, у0- -соответственно проекции вектора 
скорости г ускорении основ: ни։.՛ в спсеме координат САПА.

К уравнениям (2.1) добавим уравнение электродвигателя |7]:

| /?/֊; НГК? и (2.2)

Здесь £ коэффициент индукти.°н стп ебмотх։! ротора электро- 
двшателя, / ток в цепи ротора, /?- электрическое сопротивление 
обмотки ротора электродвигателя. и напряжение. Между моментом 
сил ;И(/). развиваемым электрощит >д >м. л током 7 имеете.! следую- 
та связь: .'■> Ы, где к к*. Эффицн н г пропорциональности между 
электрическим током в цепи ротора электродвигателя и моментом.

3. Постановка задана оптимального управления. Пусть и мо­
мент времени 7՝, (7\ задано) положение и скорость детали на глав­
ном конвейере относительно системы О1Х1К1/^1 определяются величи­
нами (?,, /»), (?*. /+). Трбуется. чтобы манипулятор Оптимальным 
образом подошел к детали за время /€[Г0, 7\| (в момент времени Т1 
происходит захват детали) и оптимальным образом за время 7^|7’1,7։) 
переложил деталь на ее местоположение на вспомогательном кон­
вейере. После этого манипулятор .՛<:>. жен оптимальным образом со­
вершить обратное движение н повторить цикл. Предполагаем, что 
масса переносимых деталей мала но сравнению с массами основных 
Частей ‘'йнипулятг.ра : ею можно пренебречь.

Задачу управления дли кишем системы (2.1). (2 2) можно сфор­
мулировать следующим образом. Требуется найти управляющие 
функции в виде программы « = «(/). р—рЦ) пли в виде синтеза 
и=н(С <?°), р = р((, л-° д°) такие, чтобы в некоторый момент 
времени I - или 7 —7’э (7\. 7выполнялись заданные конеч­
ные условия

<?(Л)-'ь. ?(Л)=?». А-(Л) = /ф. (3.1)
НАН

?(?;)=?♦*. ?(7\) -т(Л)=/Ф4, д(Л)=/;.
На функции и и р могут быть наложены дополнительные усло­

вия: ограниченность, гладкость и др., то есть управляющие функции 
и и р выбираются из не: огорого допустимого класса р^{Р}.
Кроме того, потребуем, чтобы достигал минимума функционал, ха­
рактеризующий кпество управления .7 =7|б/, Р ] -нп1п или 7-^7 »пни 

lt.fl
Функции а’0(/). у0(/) также могут быть заданы как кинематичес­

кое управление и выбраны из условий



г=г>, ъ — ы, ■&£{№}
Здесь {IV!—заданное множество; управление те; может быть выбрано 
из условия оптимальности совместно с и и р:

/=^7\и, Р, М/|—>1п1п; ./■=Т->пНп (3.2)
и.р.к- и,р.~

С точки зрения технологического процесса немаловажным крите­
рием качества является также рациональное использование техноло­
гического участка. Этот критерий является геометрическим и налагает 
на кинематику движения манипулятора дополнительное ограничение. 
Сформулируем этот критерий следующим образом. Пусть решение 
задачи оптимального управления движением системы (2.1), (2.2), 
(3.1), (3.2) не единственно, то есть оптимальные управления 
р^.ч й’опт принадлежат некоторым множествам оптимальных управ­
лений «фпт€{^опт}։ Ролт^{Ро1.г}, :»опт€{ ^оо։}- Обозначим через х макси­
мальную площадь облает, заметаемой манипулятором при оптималь­
ном управлении. Требуется найти такие оптимальные управления

V оз»}, которые обеспечивают минималь­
ное значение $

$♦ =֊$(«*, /»*, '»*) » Ш1П$(б оиг, /’опт, ^опт) (3.3)
а0ПТ^ОПГас1ГТ

Ниже рассматривается случай, когда основание манипулятора 
(точка О։) движется по окружности.

'I- Алгоритм решения задачи оптимального обслуживания. Изме­
нение кинематики манипулятора три часто встречающемся управлении 
схематично указано на фиг. 2. Основание манипулятора, точка С\, 
совершает движение по заданной траектории ։. а кромка направляю­
щего цилиндра двигается по траектории [)КС. Пусть решение задачи
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оптимального обслуживания принадлежит классу одновременного уп­
равления по двум степеням подвижности. Во время перехода схвата 
манипулятора из точки Д, где находится деталь, в точку В ее место­
положения, при одновременном повороте и движении стрелы (в началь­
ный момент времени .г(/,,)—Л։(0) манипулятора максимальная 
заметаемая площадь ($։) равна площади области О^ОАК^СО՝. Рас­
сматриваем также решение задачи оптимального обслуживания в 
классе управлении, когда происходит поэтапное включение приводов, 
то есть поворот стрелы и ее движение происходят поочередно, 3 
этом случае допускается захват д* гали в окружности точки Д. то 
есть в точке .4’. Сначала озтимильяо поворачиваем направляющий 
цилиндр до определенного угла (хромка направляющего цилиндра 
совпадает с точкой О'). потом происходит оптимальное движение 
стрелы с угловой скоростью движения конвейера до совпадения 
схвата с точкой А 1 ֊осле чего аналогично происходит поэтапное 
оптимальное движение стрелы д > совпадения положения схвата с 
точкой 3. В этом случае максимальная заметаемая площадь (я,) рав­
на площади облети 0,0.074՛7\'£"7> КС^ЗС где Поэтому

»влетвореиия (частичного удовлетворения) условию (3.3) не­
обходимо пользоваться управл֊. пнем второго типа, который дает воз­
можность упростить уравнение движения (2.1).

Сформулируем задачи оптимального управления движением, ко­
торые необходимо решать па кзж ։<>м этапе. Пусть в начальный мо­
мент времени I Тп стрела находится □ полном выдвинутом положе­
нии их — 0. Основание манипулятора (точка О,) двигается по ок­
ружности л'с--ясо$»։7), у0 ДП изменяете.! линейным обра­
зом я(т) = —/?2, тогда первое уравнение (2.1) принимает вид

(/ -| та*)* ■֊■- м'п’А’, = М(/) (4.1)
где / = //?-•-/2 -г /3, м = п1уп- -гп^-г^ пГ == '■«!« 4֊гп2А т3

Учитывая, что М = Нг, из (4.1) и (2.2) получим

л1<р-г-а2Ф = >и(/) (4.2)
где

(1у=Щ1., а2==п1^11Ц/-}-та^), 1/(0 — (!։и— а-Ь^п -\-а՝гп) (4.3)

Из описания алгоритма управления следует, чго на первом эта­
пе управления необходимо оптимальным образом повернуть направ­
ляющий цилиндр, движение которого описывается уравнением (4.1). 
Задачу на этом этапе можно сформулнрозать следующим образом: 
пусть в начальным момент времен ։ /=7'0 положение направляющего 
цилиндра определяется величинами (То=О)

?(0)=%, ?(())<= f0, ?(0)=н>0 (4.4)

требуется найти такое оптимальное управление t»(/)^{Vrj, которое 
обеспечивает приведение системы (4.2), (4.4) за время /€[0. 7\| из 
начального состояния в заданное конечное состояние
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= ?(Л) '?• 
с минимизацией в процессе управления функционала 

Ti
J= |г?2(/)г//—min

J r(0
0

(4.5)

(4.6)

Функция Гамильтона задачи (4.2)—(4.6) имеет вил 18] 
//= {-////, ! A7at ( ’d-alt/3-,i2^)p3

где <7-(<7j. <72, <7j)—вектор вспомогательных переменных, /? = (—!, pv 
Pi՝ p,J~Be։<Top сопряженных переменных я удовлетворяют урзвне-
ииям:

Д- (£=1,2,3) (4.7)
dpi

В сбответст ии с принцип ш максимума оптимально управляю­
щая функция представляется в следующем виде:

1Ч0 = /?3(С1>, ехр(/.։О ГСу2ехр(/./)4֊Сл) (4.8)

здесь 4д='֊- У^-а,- «’>4лг. Я3=1/2о։

Функция <?(/) определяется из (4.2) и с учетом (4.8) принимает 
вид

?(0=‘4։ f-/2exp( ֊/8O-M3exp( >-1О+С։схр(.'1/) ГСгехр(/.2г)4-С3/?3/
(4.9) 

где 5։ = Л3/(Ч֊-«/1—<?2) ^2 = ^3/(?-f -л/«4-«։)
Постоянные Л, Ci (i 1. 2. 3) on редел-юте я из условий (1.4),

I !:• (4.:) и ( 1.8՝ следу ?т. что оптимально.! изменение электри­
ческого напряжения, подаваем го на вход электродвигателя, имеет 
вид
u(t) — LBJJ -.г.л)(Ср.։ехр( гС.,л3гхр(*.д) С.) /г ^a-k3m'R, k (1.16)

На втором этапе происходит поворот направляющего цилиндра 
со скоростью <?* и одновременно оптимальное выдвижение стрелы. 
Второе уравнение системы (2.1) в этом случае принимает вид

т3х ///3(xocos®* -byoSino.)?;—4?n.1A-'f-։H-.,wi(A'ucos?4— yosln?») —

֊ 2г«л(УоС05тж—^sin^,)?* =/(Z), |p(O|<P0 (4.11)

Пусть величины <?*(/), <?*(/) имеют порядок t (s«l), /£[7’г Г2]^1, 
тогда, обозначая через среднюю величину угла поворота цилинд­
ра во время движения стрелы, можно ч первом приближении урав­
нение (1.11) записать в виде

,А(Г)^Л(О (4.12)

где /•(/) = UZ0. IV’o “ x*cos?, - yosln?»
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Если обозначить через Ло величину РЛ//п„ ограничение ня /=■(/) при֊ 
нимает вид

(4.13) 
Ставится следующая задача оптимального быстродействия. Пусть в 
начальный момент времени / — Т։ положение стрелы определяется 
соотношениями

АЛ)=0, х(7\)~0 (4.14)
Требуется найти такое оптимальное программное управление Л(О, 
кот.'.рое за кратчайшее время обеспечивает приведение системы (1.12), 
(4.13) из начального состояния (1.11) в заданное конечное положение.

л*(Г,) =/Д7?-//2, х(7\) = /.,(?,) (4.15)

Здесь, более того, можно и-:с »едовзть задачу оптимального синтеза 
о быстрейшем попадании в начало координат из произвольного ка­
чельного состояния [8|.

Обозначая — </’, *(/) —.у0, уравнение (4.12) можно написать 
в виде

(/г=-.8(О (4.16)

Функция Гамильтона А/ в рассматриваемом случае имеет вид
/-/= ?։/-|-;Р( (4.17)

Для вспомогательных переменных //, получаем; р։ = с1։ //=с՝2—с/ 
(с։. г, —постоянные). Оптимальное у »авнение Л(г) зависит от $1£п(сх— 
-с։0 и является кусочно-постоянной функцией. принимающей зна­
чения /% — НД. Для отрезка времени. на котором / =/*‘о— Ц70, имеем

<7* = ֊-1, о- №0Н С։ (4.18)

Аналогично, дли отрезка времени, пи котором Л--—Ло — 1Г0, получаем

= 4,/2(^^։)+Си (4.19)

На фиг. 3 и случае /\С> МЛ» изображено все семейство получен­
ных фазовых траекторий, где АО, А'О, А" О—соответственно дуги 
иэрабблы у1 — (^г)’/2<^о - ^'о) при Ц'’а = 0. 1^о>о» располо- 
женныс в нижней полуплоскости <?՛. д"\ ВО, В'О, В"О— соответствен­
но дуги параболы Д — — (9®)։/2(/*'<-}-1^) при 1^о = О, 1^0>0. ^'в<0, 
расположенные в верхней полуплоскости .Пиниями переключе­
ния управляющей функции Л(т) являются ЛОВ, А'ОВ!, А"ОВ". 
Обозначая через ^(Д, (]■) = ъ՝(д(О) функцию, Заданную па фазовой 
плоскости д1. д2, можно решение рассматриваемой задачи истолковать 
следующим образом;
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№'о при 
при 

/■0- при 
/'о— прч 
Л> Г(70 при 

- г'о при

=

ниже линии АО В и на дуге А О 
выше линии \0В и на дуге В О 
ниже линии А'ОР/ и на луге А'О, 
выше линии А'О В' и на луге В'О 
ниже линии АЮВ՛' и на дуге А" О 
выше линии Д"05" и на дуге В՛'О

На каждой оптимальной траектории значение управляющего па­
раметра /’(О равно 1՝(д(0) п той точке, в которой в момент / нахо­
дится фазовая точка. Фазовые траектории состоят из двух куск<н 
парабол, примыкающих лру; к другу.

В случае для отрезка времени, на котором
Л = 0, фазовые траектории представляют собой прямые липни </’ = 
^<7’/4с։. а для отрезка времени, на котором г — — Ро — — пара­
болы {1.19). На фиг. 4 изображено все семейство колуч-вных таких 
образом фазовых траекторий. Линией переключения управляющей 
функции является кривая АОВ, где АО— луга параболы </’- 
=—(7*)*/2(^о՜։ я ВО — кусок линии д1 — дЧ, которые проходя! 
через начало координат. Решение задачи представим в виде синтез;

. ( 0 в области х. и на линии ВО ,, „лт/(с7{/)) = > II .20
I —/?0— №’о в области 52 и на линии АО 

где через $։ обозначена внутренняя открытая область на плоскость 
дЮд*, заключенная между кривыми АО и ВО, а через х։-внешняя 
открытая область. В случае №0, на каждой оптимально
траектории значение оптимального управления Л(/) равно г>(<?(/)). 
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На фиг. 5 изображено семейство фазовых траекторий задачи 
(4.16) ֊(1.19) в случае /■'о<^'о՛ П7о>О. где ЛО и ВО— соответственно, 
дуги парабол *7։=(<7a)s/2(/-'o—V70) и ?1=—(?։)։/2(ЛгЬ которые 
проходят через начало координат. Из решения видно, что в этом 
случае задача оптимального быстродействия имеет решение только 
для тех начальных условий, которые находятся и полуоткрытой об­
ласти, ограниченной линиями АО н ВО.

При помощи функции t։(<7(z)) решение задачи оптимального уп­
равления можно представить в виде
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nP” l^o>O в области s3 н на дуге ДО
; —Fo— ։*‘о при Г0<и>’с, U^X) в области и на дуге ВС

(4.21
где х3—открытая область, ограниченная нишами АО и ВО. Из (4.21 
следует, что в области $, решение задачи быстродействия не един՛ 
ственно, то есть внутри .% м эжно двигаться по заколам (4.18) : 
(4.19) до попадан։:;։ па линию переключении ЛО. ВО. На каждой 
оптимальной траектории значение упгааля. днего параметра /•՝(/) (։ 
произвольный момент времени t) равно x'tt/iH) из (1.21),

Остальные этапы движения манипулятора» которые связаны с 
□движением стрелы и поворотом направляющего цилиндра. аналогия 
ны задачам первого и второго этапа.

Заключение. Рассмотрен процесс оптимального обслуживания ма 
иипулятором конвейеров, который может являться участком автомат։։ 
знрованнон линии. При некоторых предположениях сформулирован։ 
задача оптимальною обслуживания с разными критериями оптималь 
кости. Приведено описание оптимального решения одного цикла ио 
этапного управления манипулятором.

Ս11.Ն1՚Պ1Դ'.,;1Ա!1ԻՈՆ ՈՔՐՈՏՈՎ ՄԱՏԱԿԱՐԱՐՎՈՂ ՏԵԽՆՈԼՈԳԻԱԿԱՆ 
ՊՐՈՑԵՍԻ ՕՊՏԻՄԱԼ ՄՈԴԵԼԱՎՈՐՄԱՆ ՄԻ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա. Ա. ՂՈհԿԱՍՈԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ if

Օպտիմալ ղեկավարման >այտնի մեթոդներս / /< ա ա - ր ա վ ու մ !; տեխ­
նոլոգիական պրոցեսի մաթեմատիկական մ րւդե[։::Հ ;>. ■•'աե » ու 7' րսո-
կացած Լ ախ tin}h(t կոնվեյերից, ilիջան!. յւպ կոնվեյերից ն մ անիաո։ չյսւաորից 
ձևակերպված /. կոնվեյերներին il ունիպէււլ luiutit րով ուդսւիմ ut/ մաս.ակարար- 
ման ընդհանուր խնդիր/it Բերված ( մ անի ••yz'i/. աւո որի Լւոապ աո Լաապ դե 
I-ավարման մի ցիկւի ոպտիմա/ մ աաակսւրարմսւն խնդրի լուծումրւ ք1րպեւ 
օպտիմալության չափանիշ ընդունված ( կնեոդեաիկ ծախսերի /.• անցւ.րա'. 
ւդ րոցհո ի մա մ անա կ ի մին իմ ի դա ր ի ա ն :

A PROBLEM OF OPTIMAL MODELLING OF TECHNOLOGICAL 
PROCESSES SERVED BY A MANIPULATOR ROBOT

A. A GUKASIAN

S u ա ա a r y

On the basis of known methods of optimal control, the question 
of mathematical modelling of the area of tech .ological processes an 
investigated, which consists oi the main conveyor, auxiliary conveyj 
and a manipulator. The general problem oi optimal service by means c 
the manipulator of the conveyor with various criteria of optlmizatloi 
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has been formulated. The solutions ol optimal service of a single cycle 
of periodical control by a manipulator has been given, when Its base 
moves about the circle. As a criteria of optimization the minimization 
of energetic expense and lime of shift process has been accepted.
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