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УДК 539.3ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО ПРОСТРАНСТВА С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ
СИМОНЯН В. В.

§ 1. Постановка задачиПусть упругое пространство составлено из двух полупространств (z>0. г<^—2//) одинакового материала, соединенных между собой посредством слоя ( 2Л^г^0) из другого материала. Слой расслаб­лен цилиндрическим отверстием (г = ,?. —2/;=сг^0). Между гранич­ными плоскостями слоя и двух полупространств на участках 
Ж имеет место полное сцепление, а на кольцевых областях /?<>< <А?։ имеются гретины. На боковой поверхности и па торцах цилинд­рической полости действует нормальное [явление постоянной интен­сивности.Следует определить распределение напряжений на Контактных по­верхностях слоя с полупространствамиВ силу симметрии будем рассматривать напряженное состояние только в половине области составного пространства. а именно: в со­ставном полупространстве (—с цилиндрической выемкой глубины Л (фиг. 1 ) Таким образом, решается задача пространствен­ного слоя с цилиндрическим отверстием, сцепленным с полупростран­ством. Другие задачи для полупространства и пространственных слоев рассматривались в работах [9, I!—13. 15].Условимся все величины, относящиеся к полупространству (z>0), отмечать индексом I. а величины, относящиеся к слою с цилиндрическим отверстием ( —индексом 2.При такой постановке задачи условия симметрии, граничные ус­ловия и условия полного сцепления слоя с полупространством запишу-гея в видеձ/(.Կ(ր, /z)=0, Հ0(ր. А)=0(/?<r<oa) (1.1)

(-л^<0) (1.2)Հյ2>(ր.Օ)=Օ. ^>(г.0)=-р;,(0<r<A>) (1.3)-յՈ(ր.0)=^1(ր,0) = Հր)
(Հ<ւրՀշշ) (1.4) Фиг. 1 3



а(»(г, 0)=9р(г, О)=^(Г) (/?<г<оо) (1.5)Ц’>(г, О)--=Ц֊)(г, 0); С<1>(г, 0)=£>У’(г, 0) (/?:<г<ос) (1.6)Входящие в условия (1-4) и (1.5) функции/?(г) и -(г) —контакт­ные нормальные и касательные напряжения, действующие на плоскос­ти сцепления г—0. которые подлежа։ определению.Решение задачи построим с помощью бнгармоинческой функции А. Лява, которую для области (1) ищем в виде суммы интеграла Вебера [16] и ряда Фурье [1. 3, 4]
Ф։(г, z)= | [A(k)sli/^-rZ?(A)chXc•••C(>.)>.4’sh>-s4-D(/)>rch/.^l ^е(/г)сГл -4-

4- v -} Da I nr
(R<r<bt, —&<z<0) (1.7)а для полупространства—в виде интеграла Ханкеля

ооФ։(г, г)= fexp(— '֊г)/0(/.г)[£(/.)-f /.zF(/.) ].//, «>0, 0<г<оо) (1.8) с»Здесь Уя(х) —функции Бесселя первого рода от действительного аргумента. Кл(х) функции Бесселя второго рода от мнимого аргу­мента. функция lV’«(x) определяется соотношениемlFn(x)=/„(x) Y^.R) Yr.(x)J^R) (1.9)где Уп(х) -функции Бесселя второго рода от действительного аргу­мента, 1^(Х/?)=0; IV'0(X/?)=֊2/-/?a; ^kr./hПользуясь известными формулами, выражающими компоненты на­пряжений в перемещений через функцию Лява. и удовлетворяя гранич­ным условиям (1.1) — (1.5). все неизвестные весовые функции Д(Х), £(Х), С(Х), Z?(X), /?(Х) и /՝()•) выражаются через трансформанты Вебе­ра и Ханкеля от неизвестных контактных напряжений /;(г), т(г) и неизвестные коэффициенты разложения Я*.Удовлетворяя последним двум условиям сцепления (1.6), по­лучим интегральные уравнения относительно неизвестных контактных напряжений р(г) и -.(г)

О, j՝՛ у t.m{U}dt +0 ( ) ) Ri

-1- 2(1->։)GS 0 /?i4



+ 4(1^) о, 2 ^в; >,$ЬгдЛЦ76()/?)и^(Хг)^ _
ос= ֊20,(1—',) и։(}.г)Л- | /МО4(>/)Л+(1-2»,)О1Су։('>.г)<й. X о 4։ О

(1.10)
Я.+ Оз Г 1(1 ^№Ас^-/Л|Г1(/г)^. Г о А|< д. | ,.■ Г '* п ,('Г)|(1 -2.,)»Ь>Лс1»Л-лА|№',(>7?)<Гл’Й *1 ՝*.) Д(..)Й(л)(,,’ + 'П‘

2(1֊Л) ./М։(>.*/?| ‘Л? R

'У-К^ьг) | = 
ВКЛ^г) I=-(1֊2м։)01Л | /,(;.г)</л 1՛ /у0(</)л + с։(1-2-1) |4(<г)</> |>^(ох 0 « О *

Х./о(^)^~2О։(1-,։) | 7։(>.г)^х р-(04(х0^ (111)о /?։где Л(К)=/։(л/?)4֊Г5(/^). О(/.)=/Л ?5Ь/.ЛсЬ)Л,Добавляя к интегральным уравнениям (1.10) и (1.11) уравнение для коэффициента 8^.

в; |
/ ‘ hd^

1О1эГ и'>/?)51^Л^.Л(>.)О(к)(/«+и)* I /р(ОГо(л/)^4֊ я«^(//?)|(/г4->4)П(/.) - /»$112/И| (>.ЧЦ)«О(/.)А(л) (1.12)
где введено обозначение 5



^<м-—1՛+-^—/ф^г] <1лз>получим два интегральных уравнения и бесконечную систему, где неизвестными являются контактные напряжения р(г), -(г) и коэффи­циент В*.Далее используем следующие известные соотношения для бессе­левых функций: то ее/г 2 Г$1пХл</х ..... 2 Гхсоз/хс1х .. ...(Н4)
( госIV/ / 2 1՝ А‘1сО8ЛЛГ։(/./?)—81П>.Л/։(л/?)]</л

1( .1 Трт?
IЦ70(Х/)=2 1՛ 151пХ* ^(^)֊Н?0$ХлУг(А/?)К/л (1 153•• У 7^՜ х՜После подстановки выражений (1.14) и (1.15) в интегральные уравне­ния (1.10) и (1.11). полученные в новых интегральных уравнениях внутренние интегралы преобразуем следующим образом:

ТО- OZ у Où <«
| tp(t)JQ(U)dt= |/7(л) sin/ XiZx; | /Д/)У։(л/) <7/= j 5(л)cos ixdx 

R\ л'։ /?i R\<» то| W) W0(՝f t)dÉ= | //(Л')[51П>.Л>’։(1./?) + СО5ЛЛ7։(/./?)|^Х
Ri Ri

| tx(t) \Vi('f.i)dt= 15(x)|cos>xV։(>./>) —s»nXx/j(X/?)]</x (1.16)
Ri . RtЗдесь введены новые функции= S(x)=֊^ f֊^=j (1.17)т: J Ул-—/2 - J vx։-i։С помощью формул (1.17) интегральные уравнения (1.10) и (1.11) запишутся относительно новых функций Н(х) и З’(л). которые пред­ставляют собой интегралы Абеля от неизвестных контактных напря­жений р(г} и -(г).Далее, применяя к первому ннтегральн шу уравнению оператор

d 
d^

г f (r)dr
Уг^у-а к второму -операторG



/,(/)= 7֊ [у [ с/у .7 /(г)^
Уг'-у3

Уи учитывая следующие известные соотношения |8]:
(1 Г г \У0('кг)с1г

<1у .1 /н=? 
У

= -[51пХу Х1(л/?)4-СО8Ху/1 (А/?) ]
А Г

У

г}^.г}с1г 
У г^-у3

=—$1П Ау; X'А у Г
с1у ' /га֊у։ =СО5>.у

У
ос֊7 У ( -/Л=7>՜ ]=с°։х>|)/>('7?)-51п,-УЛ()֊/?)
У

(1.18)
получим следующие интегральные уравнения: ОС

МЛу)= — I •$(*) (—։----------- —\<1х -I- I Кх(х, у)Н(х')с!х +~ ./ \*+у х—у / 3я» я,се-Г | К8(х, У)5(х)^х+ 2 х^(у) ^’֊:֊/(У)
н£(у)= I Н(х) (—------------— Ух 4- I 5(л)Х3(х, у)4л- Л \Л*+У х—у/ .//?« я,со+ I Щх)К.(х, у)й'л- 4- V Х?>(У)^ (1.19)и л-։Я|Здесь введены обозначения. =1 л (1֊^)^ . „ в (1֊2>2)01-(1-2>,)631 ' (1^,)С։ ’ 5 2(1А։(^.у)-(1-н) П/.1)Я)^Р_(֊(х+У)):) +I К,(>./?) О(ехр( - 2/.А) -1—2л/п58(лх)5>(лу) | . пЛ(Х)й(А) " /

к:(л-, у) = — (НХ-1 ) 1՜.1 Д(А)й(к) и
к (К VI = 2Л<Н1—!) Г '3^.у)3^х)с1,.‘ Д(Х)О(к) 7



__ 4( 1 — ц,,)/.;. Г ТУ0(Х#)8Ь*ХЛ$г(>.у)#.* Д().)й(А)р-нПг ’ /о.)= 2/’о(|՜1 1)(у-Л"-1)
х?(у) = ֊

Г >851(>у)[(1 — 2^)5ЬХЛсН)Л—/Л] ТУ0(л/?)е/Х△(>)«(>)(>.2֊Н2)ас2 Го.. 1 } >-аК0(>-лХ?) е*р(-'*у)2(1֊^ 1 Л' ад-л/?) *>(>*/?)$։(/*)=со5лл У1 (X/?)—$ ։пКхУх(> /?) (1.20) 52(лл-?=э1плл' /,(>•/?) тСОЗЛХУ/л/?)Заметим, что при /?,=/? ядра Л'։(л', у) и Л\(х, у) имеют неподвиж­ную особенность вида ------ !------- . При /?,>/? все ядра /</(л-, у)Х4-У-2А?(/=1, 2, 3, 41 в системе интегральных уравнений (1.19) регулярны. Для определения постоянной /) получим уравнение
//, ОПерейдем в системе интегральных уравнений (1.19) к безразмер­ным координатам /?/у) и введем новые обозначенияЛ/*(х) = РН(^!х);х; 5՛(х)=/?5(/?/х)/хТогда, продолжая функции /■/*(,£) л 5՝*(д:) на отрицательную область значений аргумента соответственно четным в нечетным образом 

/-/*( - х)—Н*(х)\ $*( - х)——$*(х), вместо интегральных уравнений (1.19) получим интегральные уравнения такого вида:
1 I ]#*(у)+ — Г'^— I Н*(х) К\(х, уМх Ь |>(х) /С(л. у)с!х 4-

— 1 —1 !+ V. хГ(у)^4-/*(У) (1.22)
• -1 

1 1 1֊ 5 *(у)֊֊ 1՜ = 15*(Л) А .. | //-(л-)/( ДЛ-, у) I-и. у-х

+ £ 7,го*)«;
Л-1

(1.23)а из уравнения (1.12), на основании тех же преобразований, получим1 I
й;= V П»гй;+ |5’Хл-)(?^(х)^ + |'//’(л-)9й(л-)Л’с; *=1,2,... »-.1где8 (1.24)



Ч17У|'У| ' <=1-2.3.4; Г(У)=/(^-)/м 
х(Лу>=4” (^)/>у1- х?,(у)=7.?'^)||И

нп/VI- 1 Г А> Ж<М1 0->*4Ю(М+Ц*Ь*/Л|^г(ХДх|И/. * Л1(М1*Г (Х«+хр’О(М^(М
ЛЙ^х-.1 1՜ ^1У0(И5,(//1х1)5ЬуА</ло (1.25)

Итак, решение задачи сведено к решению системы интегральных уравнений (1.22) и (1.23). а также к бесконечной системе (1.24).
§2. Сведение решения гадами к системе бесконечных систем линей­ных алгебраических уравненииВведем новую комплекснозначную функцию?(х)=//*(х)֊Н$*(х) (2,|)Умножая интегральное уравнение (1.23) на г и складывая с ин­тегральным уравнением (1.22). получим

1 1 ։А(у)—— | -1ЛЬ/Л- = | ?(.г)К(х. у..<х- |?(х)Р(х, у)^Х4-2х*(у)5;-Ь/*(у) У—Л . *-։—։ -I -։где (2.2)
6 = -։ Х(х, у) = А[х:(х. у)- ։К;(х, у)4-К*(х, у)-г֊1К \(х, у)| ։ч ֊Р(Л-, у)=-֊-|А7(х. у)-֊/А';(х. у)-А'.(х, у)-/А';(х. у)|
х*(у) = Л|)*(у)-г/х‘/‘’(у) (2.3)Таким образом, решение задачи сведено к сингулярному инте- »ралыюму уравнению с ядром Коши. Решение уравнения (2.2) ищем в виде ряда по ортогональным многочленам Якоби [7]?(х) =ш(х) у А'вР«;՛ —)(х) (2.4)А-0где >»(х)-(1-л-)-'1(14..։)<7, |Ке-|<|. ->= ֊/т. •;=-1 агс11; Я••Дйлее, пользуясь известным функциональным соотношением для многочленов Якоби [7. 10] и условном ортогональности многочленон Якоби, сведем уравнение (2.2) к бесконечной системе 9



Лл=2 ХтАптГ^ (2.5)
т-*1 *֊։где |

I I
Лпт-^- | «х(у)Р£ уЧу)^ | <“(*)#£ ։Ш(*. у)^Х 

П -1 -1 
1 1

^= — | «'1(у)Р(я-’,в,(У)^У [ «(л)Р<֊а'в>(х)Р(х,у)оГх 

-1 -Г
1 I

окп-— | <*>։(у)Рй-а>(у)хА(у)^у; ^5? = “ I‘Му)/Ч-’։ -в>(уЖу)<*у 
4?л Сп—։ —1

։
£<'>=֊ к(у)РЙ”(У)/’(у)^ 

Сп к (2.6)
) ։

/Лу)= | «»Ду)/■>[ Л3>(У)<*У I "а>(*)А'(л'. у)-Ьш(х)Р<-в’в>(х)Р(х։у)]^х 
֊։ -։Ш,(У)=(1-Х)-(1+-Ч’; С„=2П«^Г(«.֊^! ՝ ' (2я-1)Г։(я)Уравнение (1.24) примет вид
5;= V акрВ;+ V Л'ЯГ<1> Ь V Г^:хп, Л=1, 2, . . . (2.7)уг—1 п«“ О ч=*0где
^й=7 | >о(х)Р<;.->(х)|<2Р^)֊£<?<У(х)]£/х -1 I/••СЧ=1 (՝ ш(л-)Р<,֊'‘’>(л-)1<3<!>(л-)+г(3И(Л-)1^ 4-IИтак, решение задачи окончательно сведено к совокупности бес­конечных систем линейных алгебраических уравнений (2.5) и (2.7).После численного решения бесконечных систем (2.5) и (2.7) все ис­комые величины будут определены.Неизвестный коэффициент Л'о определяется из условия равновесия слоя

Х.=
R՝ 5И ֊1 р<, 

2^10



§ 3. Исследование бесконечных систем линейных алгебраических уравнений (2.5) и (2.7)Рассмотрим первое из ядер бесконечной системы линейных алгеб­раических уравнений (2.5)1 ։л„„=1 1՝ ^р^’Лу^у I “М/э!г‘1(^Ж(а у№ (3.1) 
С л •) ՝՝-I -։где ядро /<(х, у) определяется по второй формуле (2.3).Используя формулу Родрига для ортогональных многочленов Яко­би [17] и интегрируя по частям в интеграле (3.1), получим

1 1
A""=y; 1 _9. I />Si!'-։"',>W(l-x)’+1(l+x)֊*i-ldj: [(1+у)’+‘хV ( «./Z՜ ““ 2 ) 2 Л

֊I -1X (3.2)
дхдуСделав замену переменных

х—cosô, y= ՝os ?; ^,<Հ?<Հ՜ (3.3)и используя асимптотические представления многочленов Якоби для больших п [17]. а также асимптотическое представление функций Г(л) для больших п [17), получимV |А„„|с J_ V — /------- (3.4)£1։ ) 2«—'2 Л ուՀ ni— 1где s в!_ | (1 -cpsO)"՜^! 1-cosfl) g l( l—costfl-a-'U-T-Ç0S?)8 1/ > \«-+ շ՜/ \ ’ • y / » ® V* y / 9 \-«-r -r«° (>շ) (“Դ/ ՜(տ1ոշ) *(cos|-) T, xg2e(.c.?sO,coS?)rf^ (Так как нni ֊-. 1 y —\------ =o (3:6)lz/.—2 mvm — \то следует îini V |Ллт|=0 (3.7)Тем же путем с;роятся аналогичные оценки для всех коэффициен­тов бесконечной системы (2.5) и (2.7).Таким образом, показывается, что бесконечная система линейных алгебраических уравнений (2.5) и (2.7) квазивполне регулярна.Для выделения особенностей контактных напряжений р(г) и т(г) у границы зоны контакта, на основании формул обращения Абеля на­пряжения />(г) и ‘.(г) представим в виде И



р(г) = соз^п^^КеУ X/><-’••> 
г-R,

। г-Н/?] — 8111 7 1п ------ !
Г֊/?,I 1 1П1 У ХпР\•’>'1 ^0 (3.8)

■:(Г) =

4֊ 51п71л
= [совЦп

[<е V 
г֊/?, "о

г-р/?.г֊/?։ ^0 (3.9)Из формул (3.8) и (3.9) видно, «по контактные нормальные икасательные напряжения у границы зоны контакта имеют корневуюособенность с осциллирующими множителями СОЗ 71п Г—^ I и 
г-& 13|п 71п^| . г-/?։1 1181.В случае однородного пространства с цилиндрической полостью решение задачи сводится к решению интегральных уравнении Фред­гольма II рода и к бесконечной системе линейных алгебраических урав­нений. С помощью ортогональных многочленов Лежандра, решение за­дачи окончательно сводится к решению бесконечных систем линейных алгебраических уравнений [14].§4. Численный примерДля напряженного состояния однородного пространства с цилин­дрической полостью, когда на поверхности полости действует равно­мерное гавле.чие, проведены расчеты на ЭВМ. Решена система линей­ных уравнений из 24-х неизвестных. Результаты расчетов по определе­нию контактных напряжений представлены в табл. 1.

Таблица I

•
ГСП Ро •(О Го

Л
_ =.1: >=о,з — 1.5; •»- 0,3 — =1; -/=0.3 

/?։
— =1.5; »=0.3

Ь01 7,6432 5.1182 3.8307 2,9815
ьоз 3.8762 2.1324 2.СОН 2.0912
1.05 2,3644 1.9Г-61 1.7724 1.3445
1.07 2,1065 1.6351 1.3278 1,0827
1,09 1,6084 1.1763 1.0442 0,9440
1.5 0,2286 0.1812 0.1057 0,0491
2.0 0.1831 0.1423 0.0893 0,0758
2.5 0.1'261 0.13*3 0.0452 0,0609
3 0.1051 0,1212 0.0140 0.0352

Распределение контактных напряжений иллюстрируется также на фиг. 2 и 3.12



Опираясь на результаты вычислений, можно сделать некоторые выводы относительно поведения контактных напряжении на липин сцепления слоя с цилиндрической полостью с полупространствами:

1 Для любой глубины цилиндрической полости и для любого зна­чения коэффициента Пуассона оба напряжения имеют особенности у границы зоны контакта. Вследствие этою контактные напряжения рез­ко возрастают при приближении к границе зоны контакта.2 . При уменьшении глубины нилнн.-рнчсскон полости контактные нормальные и касательные напряжения возрастаютАвтор выражает благодарность Абрамяну Б Л. и Макаряну В. С. за внимание к работе.ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԽՈՌՈՉՈՎ ԱՆՀԱՄԱՈԵՌ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԱՌԱՆՈՔԱԱՒՄԵՏՐՒԿ ԽՆԴԻՐ СՎ. Վ. НЫГПЪВЦЬԱ 11' փ Ո փ I» է մ
Դիտարկվում է գլանային իւււսոչով անհամ ասես տարածության համար 

աոան ցրասիմ եարիկ խնդիր, երբ խոոոչի պատերի վրա սողում Լ հավասա- 
րաչսւփ բեո: Խնդրի լուծումը փնտրվում Լ Լյաւքի բիհարմ ոնիկ ֆունկցիաների 
շդնոէթ յամբւ Խնդրի րււծումր բերվում Ւ անւէերգ գծային հսւնրա Гաշվական 
Համ ակարգերի լուծմանրւ Մ ասնավոր դեպրոէմ, երբ տարածությանը Համա­
սեռ 1>, կատարված կ թվային Հաշվարկ կոնտակտային նորմալ և շոշափող 
լարումների բաշխման բնույթը п/արդելու Համար:AN AXISYMMETRICAL PROBLEM FOR A NONHOMOGENEUS SPACE WITH A CYLINDRICAL CAVITY

V. V. SIMONIANS ii ni m a r yAn axisymmetrical problem for a nonhomogeneus space with a cy­lindrical cavity is considered. It Is assumed that the load of p0 Intensity



acts upon the surface of '.lie cylindrical cavity. The s’lullon rd the prob­lem In built with the help of Love bfharmoi’.lc functions. The solution of the problem is reduced to the Infinite systems of linear algebraic eqations. In particular when (he space is homogeneus calculations for the normal and tangential stresses are mad-.՛ at the points of contact.
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