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В связи с развитием в последнее время газодинамических лазеров 
несомненно представляет большой практический интерес изучение не­
линейных волновых процессов в окрестностях слабых ударных воли, 
распространяющихся в диспергирующих средах с малок диссипацией. 
Учет соответствующих членов с высшими производными, а также до­
пущение о медленном изменении амплитуды, волнового числа и дру­
гих величин, характеризующих волну на расстояниях и за время одно­
го периода колебания, приводит к совершенно новым эффектам, таким 
как самофокусировка волновых лучей, интенсивно изучаемая в насто­
ящее время.

Как указывается в работе [I], при работе газодинамических лазе­
ров в потоке возможно появление жидким и твердых частиц конденса­
та, нарушающих гомогенность активной среды. Распространение удар­
ных волн в таких средах имеет диссипативный и дисперсионный харак­
тер Все эти факторы в той или иной мерс влияют на мощность гене­
рации и фазовые характеристики излучения.

Оценку этих факторов можно получить рассмотрением приближен­
ных нелинейных уравнений движения жидкости в областях более ин­
тенсивного изменения параметров среды (области коротких волн).

Получение нелинейных уравнений коротких волн для произволь­
ной среды дается в работах [2, 3]. Конкретизация коэффициентов этих 
уравнений для магнитной газодинамики, а также химически активной 
среды в магнитном поле как для стационарных, так и для нестационар­
ных задач дается в [4, 5, 6].

В настоящей статье, в первой части, дается получение этих урав­
нений для реальной смеси с пузырьками газа и при наличии твердых 
сферических включений под действием внешнего магнитного поля.

Во второй части статьи выводится уравнение модуляции и 
интегрируется для осесимметричной задачи, что дает возможность ис­
следования самофокусировки волновых пучков.

/. Получение уравнений коротких волн. Для произвольной недиг- 
сипативной среды эти уравнения имеют вид [4]

ди___Լ /д^_ двг, , дуг, 1? ժ-х ժԾ.ր,\
ծէ 2 \ Ժ32 дх.> ду дху ԺՅԺհ дХь / (Н

ди 
д-Հ

ди. _ дуЛ.
дх3 Нхд- '

ди
ժ7, ՜ нхд~. (1.1)
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где и—проекция на нормаль к волне возмущенной скорое՜:։ частиц, 
/ время, /У,—нормальная скорость волны в линейном приближении, 
Уг,,г/»,—функции, смысл которых выясняется из проекций уравнения 
среды па направления у, г, касательные к волне, -—время пробега 
волны в линейном приближении от ее положения в момент I до дан­
ной точки (эйконал), « »(?, ;)—дисперсионное уравнение, л։. л֊л ко­
ординаты, отсчитываемые вдоль волны. у—лучевое решение. (/.-• !)м 
дает нелинейный добавок в формуле нормальной скорости волны, а 
также включает формально диссипативные эффекты.

Вначале рассмотрим задачу определения вида уравнения (I I) для 
химически активной смеси с пузырьками газа по внешнем однородном 
магнитном поле с напряженностью Причем предполагаем, что про 
исходит только одна химическая реакция

Уравнения движения такой среды можно взять в виде [7. Я]

-~4 pdivt»==O. ~ — grad/;— —rot/7xH f- 
at at р 2кр

4- — Ьи •- — (: 4- — I grad div и 
р р \ 3 '

— rot (и X //) — rot (-.т rot Н )

div Н « О
rds

fT^ dg _ 
di

k±T + — p i  ------ ) 4֊ Л - —rt\( divv)’
2 dx{ / \ 3 /

т — (rotH): :-cZMldiv Д — DX| — ngrad p — grad(Qc> ՛ p&)| 
4r.

(1.2)
PH՜ Q~ =pdiv(бОД), Tds — de ■*֊ pdV—^dc

рЧ'Ь
P=P,(l — ?); P= const. - -.g—const

' p/(1—p)
где р -давление в смеси, р.— давление в газовом пузырьке. 6-плот­
ность смеси, р/ -плотность н жидкости, т՛- скорость, 7—температура. 
5—энтропия, (]—средство химической реакции, }> —химический потен­
циал. с—концентрация, т„ :֊ коэффициенты вязкости, >« коэффициент 
магнитной вязкости.

Предполагая, что газовая и жидкая фазы движутся с одинаковой 
скоростью и считая, что расстояние между пузырьками много больше 
радиуса R пузырька, можно пренебречь взаимодействием между ними 
и пульсации пузырька описать уравнением [8]

л п 3 Г,1^\ 1 /1 'П 2

2 Известия АН Армянской ССР. Механик*, № 5
17



При течении релаксирующих сред различаются квазнзаморожен- 
нын и квазиравновесный процессы распространения возмущений и 
соответственно различные скорости звука й/, йг. Несомненный интерес 
представляют среды, в которых предельные скорости близки друг дру­
гу [9]. Исследуем квазиравновесный случаи, остальные получаются 
аналогично.

В этом случае основными переменными считаются плотность р, 
давление р и химическое средство Ц. Используя уравнение [9]

ds dp—aldo- ( —— ) dQ (1.4)

а также (ИЗ), систему уравнений (1.2) можно переписать в виде

dpR - / dp \ dQ . /ds \ 1 ds— 4-pa:dtv-a« ( —— | — -l-( — ) —
dt \dQ )t.idi \dp/fi,Q dt

----------&------
Л p " 3T^.(i-M a« R ■л-.Р.Р ot

4՜ —— ro(f/x7/|- — vp-|- — Л + —Wad div v 
4~p p p \ 3/

dTf
— ---- rot (-uX//) = div /7= 0
dt
ds Q dq £ Z)Q---- j- — ■ -    a /   
dt oT dt рГ T

dJ._l.d_l = v ЛС4.^АГ4_^Д/Л 
dt p dt \ 7 p /

где
Л-grade ~ grad Г г — grad p. Q = z?r(/^) — t7&\

T p \dc/..r W*
(1.5)

Переходя в уравнениях (1.5) к системе подвижных координат 
хг х։, х3, связанной с волной, где х3 направлено по нормали к вол­
не, плоскость ?:։л\ проходит через начальное магнитное поле /30, ось 
х։ перпендикулярна магнитному полю, и оставляя в правых частях 
величины основного порядка, можно получить уравнение нелинейных

<7 • > Л -/ \характеристик, заменяя-------- ло, у֊ пл, Д֊.֊б/---- ), где п—единич-
д1 \ дхг/

ный вектор по нормали к характеристической поверхности, /—нор­
мальная скорость распространения

—Сп^Рк+раум = ф1։ — cnoz՝ + — п ь pg— ЬН 4֊ — nZHz = Ф։ (1.6)
Р 4zp 8^р

где
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rJ &v \ - d'֊u 4 /?0
p V з ՝ ' r '3^ (1.7)

З-./^l -?o)
л’/го^. Ф3 = <W

сп— скорость распространения магнитозвуковой волны для недиссипа 
тивной среды.

Решая (1.6) относительно З1», можно получить

ч՜* । п . ... . ч Не. / Нп ~ , Н л— Cr.f'V~------ (рЙ-ДсЧ —Ф])--------(---- О® 4----- Юц-
?ся 4-0 \ Сп СП

(1.8)

Нп , л ч Ф,^
‘ а Сп

н*
-----ОТ’л
Сп Сп I

Проектируя это уравнение на нормаль к волне, получим

С՝п֊С- п к 4-о0
(1.9)

где
Ф֊( "L-1V 

\ 4-р0 р0 /
Вводя обозначения

Нл
4-р0

НпСп • -
*։то 4-?о

Ф// Ф,я<?>

p^PYp\ р = роч-р', T = r04Tz
(1.W)

Я=Й՜-!-//. г.-С„+р+ !)«„, <1,֊»,.+(«•-О — 
Р»"|

««=
\ / р--«р» V

где и, , р', Т', b -есть малые возмущенные значения и учитывая, 
что d;dx^d;Ox2^d:.dxs, можно в порядке ди1дх2 получить условия 
совместности на линейных характеристиках для недиссипатнвной сре­
ды в виде (Xj=x, л'г у. х3 z и принято /?о^=О)

«.= С„А н, = -^(С--<)^, 6y=^?(q- (l.in 
О0уС,| pQa0 /JQy Po®o

Используя (1.11), из (1.9) можно найти

С2-а2. 3 С2-а2 1 Ф
й.=2СЬаЬ^? (1-12)

Чтобы вычислить диссипативный член Ф. допускается аналитическая 
зависимость q от Q (9]

^ = ֊«(p,<;)Q, W(p,<:)=—, Н'~-\ (1.13)
dl -/
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Учитывая, что для квазнравновесного процесса £/сг։Х/^1, где /_
и х'—характерные длина и время, и Ц<£.д, а также зависимость

нетрудно получить условия совместности для с, 7՝, <), д

т,=(—'\ -V,
X др / <?.?\ ** / дхх

(1.14)

Р0_ 2п' ^2 — _ 217 * ил.* а> ’ д1 Нх дх\ 

и диссипативный член Ф в виде
» л д՝р .. д3рф = д ֊х д .4*

дх] 
где

(1.15)

ет

Д= (\ 4 .43
\4^0 Г.о/ 4^0

л =Л՜11 2-/2.Л Л_1у.2Е/2:\
\др/-.О 1 ‘ *С / 7'о \^/ф,до р

Л 2'И сАрл(д1\ 1: Т *,/ ՛ \д(^//х ՝ \(^Л.4«’о

1 — /о) \4«Й)
с2~*1

?од‘;

Нелинейное уравнение коротких волн (1.1) окончательно принима- 
вид

ди 1 г/ /д1* дуЛ2 п №—-------- /7, --- ---------- !----- -------- ֊2 ----
д1 2 Х^а дх, дх3 д^д-'

дух > X дПп >
дх3 / (И

— п н ди гт (Ри 1 п ^11 дг',2 ди д^ ди
дх, 1 дх3,' н,д- дх, Н,д- дх,

где обозначено

(1.16)

п “О _ ° ^Л~ЦО . п _ _ 2
ох 2 а, ’*՜ с^։ ^г°’ Пз==“^йГ?0^

Дифференцируя уравнение (1.16) но дд, где хх—Нх-, можно записать 
его в виде
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д*и 1 н /о:д д*и , д*и ժ*ց д*и
'<йдху ~ 2 1 \дУ **} ՚ ժ7 <>հ ԺՅժք дх։дх3 է

ди մ |пФ г, д / ди \ п д3и , _ &и-------------- -  — П.—( ս-ղ— )4Пп-7—Հ֊ր 11.-гтдхг մէ дх. \ дх{) ’ дх] дх< (1.17)

Как видно из (1.17). влияние пузырьков в жидкости добавляет 
в уравнение коротких волн (1.1) третью производную неизвестной 
функции по с коэффициентом Па.

.. , . с?а (Яа ...Коэффициенты ---- , —,------ вычисляются аналогично 4 при
д? д-? дЗд(

помощи уравнений характеристик для линейной недиссипативной сре­
ды и имеют вид

ԺՅ։ ՜ Ся+аоа! &Շձ\ г с 1

** .^р(бС---аМ)
Ժք ” Ся Տ’ԴԶ։ ՚ ° ‘ 46ՀԶ?

дЧ , АА Заз -За՝-2С-
-Спа^1\ & (1.18)

Лучевое решение 6, входящее в уравнение (1.17). как показано в 
[3], можно получить из уравнения сохранения адиабатического инва­
рианта [10]

Нг’
=շօոտէ

Ь п
где Ճ есть площадь фронта волны внутри лучевой трубки, է>—возму­
щенное значение скорости частицы.

Рассмотрим как повлияет на вид уравнении коротких волн появ.че 
пне в смеси твердых частиц.

Шарик совершает движение, уравнение которого по направле­
нию нормали к волне можно записать в виде 112. 13]

մսւ . Ւ /(1ս.է մս \ . . _
֊77 4Հ ( ֊ ֊ ֊ ֊Нз («,֊«) = 0 մէ \մէ (1է /

(1.19)
. _լ - ճ ՃՏճ-
*=₽4 4-| հ է՛լ 44-*‘/?;

где «/—скорость центра шарика по нормали к волне, «—скорость 
жидкости, &—плотность смеси, р/. плотность шарика. /?։—радиус 
шарика, намного меньший, чем длина волны, к волновое число 
падающей волны, з — частота колебаний шарика. При появлении ша 
риков в уравнениях движения (1.5) (в правой части второго уравне­

ния) нужно добавить ——֊ • п. и о заменить на р(1— ?։), где 
մէ

^—концентрация твердых частиц в смеси.
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Учитывая, что из (1.19)
местности на волне в виде

можно получить условие сов-

гИ;=(л-։ + к,у>и + к,и, к,=—
։+Я

(1.20)
л\ = -г------ —1---- т---- 7, к3= —^5----

Так как К։-немалая величина, то первый член /</и в (1.20) 
войдет в левую часть условия совместности (1.6), а остальные сла­
гаемые добавятся в диссипативный член Фа.

Вследствие этого в уравнении (1.9) для скорости волны а։ нуж­
но заменить на а{/( I —/.»)(1—£։), а Ф—на Ф/(1— Ь), где I ~?1)-

Окончательно диссипативный член с учетом твердых шарообраз­
ных частиц запишется в виде

Ф-.4 &Р 
дх]

уА^В^-Ср 
0^1 дх, (1.21)

где Л и .4* определяются по (1.15), а В и С имеют следующий вид:

&_ ___ р£ЛЛ 1 й- « /____ ^0;______ г 2 \
Ро(1֊₽։).^\-1г<0(1-р։) "п )

е_Л^ <\( сЛ (1

Уравнение коротких волн (1.17) в этом случае запишется

&и- 1 /д2л д3и д2* д2и _ дг* (Ри >
д1дх, 2 1 ՛• дх‘ " 'дх,дх, I

ди
П5 ֊г—. Мд-։

дик 41пф _ р|
0\\ (/! ՛ (Л ։

+Г1,^-1-

С? 3 С2-а2п - _эо —2---- !--------------"___ 2_
1 О, 2

(1.23)

СА(1-*)’ П’ спр։(1-^’ п< сА(1-(>)

СА(1-£)
2. Нелинейное уравнение модуляции. Общий подход получения 

уравнений для .модулированных колебаний в нелинейной слабо дис­
сипативной диспергирующей среде дается в [3, 10, 11].

Здесь рассматривается задача о получении нелинейного уравне­
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ния модуляций для уравнений коротких волн (1.23) прямым путем, по­
лагая

и = (70-гЦехр (4'т—ехр( г.—»0+^։ ехр(2/Ч-2а/)4- ... (2.1)

где «/(г, 0 есть медленно меняющаяся функция от аргументов, что 
эквивалентно с точки зрения порядков (как принято в геометрической 
оптике) предположению о больших значениях со (частота линейной 
задачи), невозмущенный эйконал, И'—комплексно сопряжена и р

Подставляя (2.1) в (1.23) и учитывая, что производные от экспо­
ненциального множителя по порядку превосходят производные от 
функций 6% а также соотношение ш = —дчд1, к = д-՝1дх^ можно 
получить в основном порядке уравнение для слагаемых при ехр(Ь)

—11к— 44(&Н а)г/г Н- -—----—1 (40>4֊а) —
д։ дх}д( дхх

2 н (д— д‘и^ ՛■ д'г д'и^ -1-0 _
2 '\о₽։ о? ' д}д; дх։дх, /

(2.2)
д\ п к.и и хр(-2,0)-
0Ху (И

- Г1, (.3/4 ֊ ЗА» |֊3 -ИМ, ) I ), -

+- "• ('"■+§՝)-0
Приравнивая коэффициенты при П։ в (2.2), найдем дисперсион­

ные соотношения для линейной задачи
и>=,П3^֊Г1/, а = П։*։-П5 (2.3)

В порядке ехр(2*') найдем из (1.23)
(2.4) 

где
р =__1______ п^ш-гяъ-нп,)______

2 (ф -2Я’П։+А11,)’+ (а*П,-« - -|п, у

(2-5)

2 («֊24’11։+*П.)։+(*ЧI,-« ֊ ^П։

Подставляя в (2.2). учитывая, что для дифракционных задач мож­
но считать С;0=О и отбрасывая несущественные вторые производные 
по молено получить нелинейное уравнение модуляции
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—1 -tfJ — —4֊ 4- 
dx, dt 2 \d? dx*

(2.6)
Я- +2 W ^)^1(O։^։)Wexp(-2.)=0

Если перейти в (2.6) к новым переменным х,=х—Н1(у для ко­
торых имеет место

dU, _dU, dL\ dX, 
di .v։~const dt Л-const дх, dt (2.7)

dU, и положить --- J
dt

=0.
Л—con? I

то уравнение модуляции для стационарных

задач принимает вид
dU, 
дх

(Сг| 1С։) 1 // /^1 д'иу д'* дЧ-^
2 J W dx2 ду дх\ т

где

. 2 д'Ц, 
д}д\ дх2дх3

) ЕП։Хг*(/>, (/*exp(-2*Z) =0

Сх«—«4-ЗЛ4П2-П։, С։ = -ш-Ь^гЬ4/г3П3- 2ЛП4

(2.8)

(2.9)
Рассмотрим осесимметричную задачу в случае, когда начальное 

магнитное поле направлено по осн х, то есть /70=Лит, 8^= В£ — 0.
В этом случае коэффициенты в уравнении модуляции (2.8) упро­

щаются и принимают вид

д2* _ ф d2a _ д՝* _ С2
5Й7՜՜' ’ д? 5^ '՜ Й? Qj — 2С՝п л^— а- (2.10)

.. 1 d՝L , 1 dU, .Учитывая, что • . т- — <-.*■ = ■ ■ --------—•*, уравнение (2.8)
ах2 axz дг1 г or

можно записать в виде

дх, 2 д? \ дг2 г дг /
ni(D։ + *D։)W//2exp( -2*/) = 0 (2.Н)

Представляя U, в виде — а ехр (/?), учитывая что С,<^С.2, D&D 
и отделяя действительные и мнимые части (2.11), получим .

— С ta
дх

1 ., о2а /д2а11? I 1 ’
2 1дГ՝\дг2

, да 1 ы д1՛! да д^ , d2?
дх 2 ду \ дг дг дг2

— — ^-п3/)։ехр(- 2*0 = 0 
г дг/

(2.12)
ь а>г>, ехр (-2«Г)=0 

г аг/

а

Система уравнении (2.12) полностью определяет эволюцию огнбаю-
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щей волны, характеризующейся величинами а и ф. Эти уравнения сле­
дуют также из обшей теории битема [10].

Ищем решение этих уравнений в виде

«=֊֊ ехр(-г։/2^/8). <? = о(х)4- (2.13)

где ((х) задает профиль волны. Л/?—радиус кривизны.
Вычисляя производные и подставляя в (2.12). можно для R,/по­

лучить уравнения

- = + ехр(—2«/) — —Л-&-: = 0 (2.14)
R \/ Г С։) />

<$« 
где

1 /дЧ \- 1 пд22 а’ДР Г\ , _ ,1У\ , л мп
7'՜2^ "'72 74- ехр(-2^)-«5?^ехр(-4аГ)[|^

Чхор / Г0 О?։ Г0 Ч С2
Интегрируя второе уравнение (2.14) при условии: /0 -1 при л* = 0, 
получим

]72(/о2гх)՜ /-+Հ0
(2.15)

Отсюда определяется лу — —, то ееп. фокусное расстояние

действительно при *<*0, а это означает, что £Л,/С2<0 
«5 !\ X /Л У

1 дЧ 1 д*хИтак, получим, что если Дз>֊ —-----г$ехр(2а/), — >0, то исходная 

волна может распадаться на ряд пучков, которые неограниченно 
сжимаются на расстоянии, определяемом по формуле х = х,. Все эти 
эффекты наблюдаются в стике нри прохождении интенсивных лазер­
ных пучков через среды.

ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈԻՄ ԽԱՌՆՈՒՐԴԻ ՀԱՄԱՐ ԿԱՐՃ ԱԼԻՔՆԵՐԻ 
ՀԱՎԱՍ ԱՐ ՈԻՄՐ.

Ա. Դ. 8ԱԴԴՈԽԼ, Ա. Ա. ԴՈհՐԴՆՆՅԱՆ

Ա մ փ о փ и ւ մ

Աշխտասէնքսէսէ ղի ա։ս րկվում I, աքիրների տարածման իւնղիրր ի/աոնուր- 
ւրււմ (էքապ֊ՀԼղուկ, կարծր մասնիկներ^։

/Լրաածւ/шЛ է; կարճ ա լիրն և րի Հ ա ւք ա и ա րւււմ ր և կվա ի մ ոն ո ի/րոմ ա տի կ 
սւչիրնհրի համար ստարված կ մււ/]ւււլյարիայի Հաէքաиարամր:

Աէւանցրասիմձտրիկ դաուսրսն փնջերի համար դիսիպատիվ միջավայրում 
и տարվա ծ Լ լուծումր, ւ/սւնված ( նաև ֆոկուսային հ ե п ա վ ո րո ւի1 յուն ր ։
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THE EQUATION OF SHORT WAVES FOR MIXTURE IN THE 
MAGNETIC FIELD

A. G. BAGDOEV. A. A. GOURGENIAN

Summary

The problem of propagation of waves in a mixture of gas-fluid and 
rigid particles is investigated. The equation of short waves is derived 
and for quasimoiiochromatlc waves an equation of modulation has been 
obtained. A solution has been recleved for axial symmetrical Gaussian 
narrow bundles oi dissipative medium. The focus distance has been al­
so found.
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