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Как известно [1. 2]. задача устойчивости термочувствительных 
упругих оболочек н пластин сводится к уравнениям с переменными 
коэффициентами, которые, вообще говоря, аналитически не интегриру­
емы, разве только в элементарных случаях. В [3] предложен 
подход к решению задач устойчивости цилиндрической оболочки и плас- 
гинки, находящихся в одномерном стационарном температурном поле, 
когда коэффициенты упругости и температурного расширения произ­
вольным образом зависят от температуры. Определение критических 
параметров сводится к нахождению минимальных собственных значе­
нии бесконечных матриц.

В данной работе этот подход распространяется и на решение на 
следственно упругих задач.

/. Пусть имеется цилиндрическая оболочка, которая находится в 
осесимметричном стационарном температурном иоле, причем толщина 
оболочки настолько мала, что изменением температуры но пей можно 
пренебречь.

Пусть свойства материала описываются соотношениями

^/=(1 —Г*)р.0о/; | 2р£//]— (3>.Ч-2р)аП<7 (1.1)
Здесь коэффициенты р и з считаются произвольным образом зави­
сящими от температуры 7'. но так, что коэффициент 11уассона >= 
= Х/2().-^-р) является постоянным [1]. а оператор Г* определяется как

I
г*к(Д= (1.2)

О
Если предположить, что оболочка сжимается в осевом направлении 

усилием постоянной интенсивности Р, то уравнение осесимметричных 
форм потери устойчивости запишется в виде

Ժ2 
дх2 12(1 ->’) I дх2

-рр—У =0
рг | ; дх2

о
(1.3)
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В дальнейшем, ради конкретности и простоты вычислительных ра­
бот будем иметь дело исключительно с ядрами экспоненциального ти­
па—типичное или стандартное тс ло—Г (Г - Т)=f (7 )ехр{ -1 т+/(’Л |Х 

(• --)}. где Г,-время запаздывания (-,- const). Тогда (1.3) можно 
привести к дифференциальному \ равнению

4-[т4-/(Т)Щ£, w) ֊/.(/:/, w)+

+<>;֊! (1.4)

где

L{u. v)- а» 
дх*

uh* <Pv
12(1—V») дх'

uh ---- v
R-

Будем изучать только оболочку и пластинку, края которых шар­
ниры гЫ, при заданных начальных условиях ■•՛ ш0(£) при / о.

2. Характерные черты и общие выводы, связанные с вязкостью, 
для оболочки и пластинки одинаковые, поэтому для простоты исследо­
ваний наследственно упругих задач ограничимся только пластинкой 
(/?->оо). Тогда вместо (1.4) будем иметь (цилиндрический изгиб)

1211

Нас интересуют значения мгновенною и длительного критических 
усилий, которые определяются соответственно из уравнении

EJ— +Pw=0. 
dx* 12(1֊*’)

(2.2)

(2.3) 
dx*

Уравнении (2.2) и (2.3) получаются при предельных значениях 
fe(w = w(x)exp(W)). А вообще, уравнение (2.1) можно решить так, 
как и (2.2). (2.3).

Будем решать (2.3). Решение (2.2) получится как частный слу­
чай (/(Г)=0). Представим Е и ;֊»/(Г) в виде рядов

EJ v a*cos>ftx. 14- v 6tcos'*x. — (2.4)
t-o т Г-о I

В виде ряда, удовлетворяющего граничным условиям, будем ис­
кать также прогиб

w-= у /, s!n)*x (2.5)
>-l

Тогда подставляя (2.1) и (2.5) в (2.3) и производя некоторые про­
цедуры, для неизвестных /> получим бесконечную систему алгебраи­
ческих уравнений 
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Л-1
Л 4՜ 2 |(«л-„|~аь+т)'?.-- 

ГП**1

(Ь&֊֊т Ьп+к;)Р]/т X [(йтч—л Лот-+л)^ — (^/й—Л—Ьт+к)Р\}т—О
от-•А* I

(2.6)
Критическое усилие длительной потери устойчивости (Р£р) опре­

делится как наименьший корень равенства нуля детерминанта систе­
мы (2.6).

Сначала рассмотрим два примера, для которых решение задач 
мгновенной устойчивости можно получить в замкнутом форме без вы- 
шепр в веден я ых п роцеду р.

а) Пусть часть пластинки (0=^л<7) свободна от температуры, а 
оставшаяся часть (г=сх^/) подогрета постоянной температурой Тг 
Обозначим модули упругости соответственно Е в £։. Если решение 
искать обычным образом, то есть для двух интервалов постоянства нз- 
Н1бной жесткости, далее удовлетворять условиям на концах и в точке 
■сопряжения х=с, то для определения критического усилия получим 
уравнение

г)֊0. 2=с/1 (2.7)

б) Температура по длине пластинки меняется линейно

Т=’1\ + (Г.-Т1)у (2.8)

н модуль Юнга также линейно зависит от температуры

Е= Е0(\—1апТ) (2.9)
Тогда уравнение (2.2) примет вид

— 4№=0, 62 =--------------- , а = (2.10)
£0(1-ЧЛ) О-ЧЛ)'

решение которого выражается через бесселевы функции

^ = С։у|/2ух(2^у1/2) + Сгу^У.(2(1у^), (1=--Ь1а, у= 1— ах (2.11)

Для определения критического усилия имеем уравнение

Л(2^)Л|2^(!-а)^1-Г։(2с?)/1|2^(1-а)’./2|=0 (2.12)
Теперь эти же задачи рассмотрим в постановке, когда критиче­

ские усилия определяются из системы (2.6).
Коэффициенты ак соответственно для первой и второй задач будут

а։=[Ег+£։(1— г)]Л д* = (2.13)
/гтг
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(2.14)—/И.. .(֊ --1А’-Г.-
Сравнение минимальных корней трансцендентных уравнений (2.7) 

и (2.12) с соответствующими, полученными из (2.6) Л^О) при
1,2.13) л (2.14). даже во втором приближении (детерминант второго 
порядка) показывает вполне удовлетворительное совпадение. Напри­
мер, для первой задачи при Е -АЕ., ՝ =0,5 минимальный корень, опре­
деленный из (2.7),есть РкР=1,46Рд/:։), в то время как из (2.6) по­
лучается /<п—1,52Р,(ЕХ) (Рэ(£г)

Это показывает эффективность вышеприведенного способа опре­
деления критических сил в задачах, для которых непосредственное ин- 
ге г р и ров а н не нс воз м ож но.

Теперь займемся определением длительного критического усилия. 
Помимо <2« нам необходимо будет также Ь*. Для конкретности при­
мем, что /(Г) также линейная функция от температуры /(/’) /14- 

■I ВТ. Тогда коэффициенты /»>.■ соотнететвенно для первой и второй за­
дач будут

Ь0=ал2-г1)х(\— г). Ьк- — (ал —/>։)$1п к-?, ах 14-—, Ьх^ал {—
Ь~ 1 7

(2.15)
^■=а։+^. ^=֊։[>֊(֊1)41. «,=Ч--М֊1-ДЛ), Ь... ֊(Л֊г։) 

2 7
На фиг. I в 2 приведены кривые мгновенных (1) и длительных (2) 

безразмерных критических усилий. По оси ординат отложено /% = 
= РкП//,э. •?), а по осп абсцисс —в первом случае г, а во
втором—безразмерное %—Тх1Тг. Было принято:

£=2£'1, о,=2, /?х=3, ЬХ17’2=0,5, а2-их—Ь. Ь. -1֊б

Известно, что при неучете упругих и вязких свойств материала от 
юмпературы, значение длительного критического усилия получается из 
выражения мгновенного усилия, села заменить мгновенный упругий 
модуль длительным. Но. как видно и< приведенных фигур и из (2.1), 
это для термочувствительных систем будет иметь место только в слу­
чае, когда время релаксации 1/|՛, 4-/(7 )| не изменяется с изменением 
юмпературы. В частности, в первом примере, если при -՝ =1 длитель­
ное критическое усилие равно половине эйлерового. то уже при с —О 
(пластина постоянно подогрета) оно равно одной трети эйлерового с 
новым мгновенным модулем упругости.

Между прочим, первую задачу можно рассмотреть и в упруго­
пластической постановке в предположении, что нагретая часть плас­
тинки находится в пластическом состоянии. Если предположить, что 
материал пластинки подчиняется линейному упрочнению и -каса- 
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тельный модуль, то выражение мгновенного критического усилия опре­
делится из (2.6) (£* = 0, Лу.-О) с ак из (2.13), в которых Е\ должно 
быть заменено на £*.

3. В предыдущих задачах влияние температуры входило только 
через упругие и наследственные коэффициенты. Теперь рассмотрим 
пример, когда сжимающая сила также зависит от температуры. Гако­
вым будет, например, случай, когда края пластинки защемлены п про­
дольном направлении (начальное состояние). Если предположить, что 
пластинка неравномерно нагрета н внешние силы отсутствуют, то вы­
ражение сжимающего усилия будет

I ։
Р=4 1՝ (3.1)

о о
Формула сжимающего усилия для наследственно-упругой пластин- 

кн при неравномерном нагреве получается слишком длинной и полу­
чить аналитическое выражение для критического усилия невозможно.

На фиг. 3. приведены кривые критической температуры >.г077‘Р в 
зависимости от безразмерного параметра л./л? для трех случаев:

1) 7« = 7, = 72, 2) 7, = 0. 78 -■= 7°, 3) 7, = 27, = 27« 
’»емпература по длине пластинки изменяется но закону (2.8). а модуль 
Юпга и коэффициент температурного расширения также линейные функ­
ции от температуры Е = Ео( I —>.«07), а = а0( 1 -р.а0Г).

Если предположить, что пластинка обладает наследственным свой­
ством и подогрета постоянной температурой 7՜. то критические усилия 
соответственно для мгновенной и длительной устойчивости определя­
ются формулами

»О7’°(Н-ЧР) = //.?, *07’«(Ч-л<Р) = .Л? Ь /(^)
7

(3.2)

Из приведенных формул видно, что длительная критическая тем­
пература может быть больше или меньше мгновенной (причем мгно­
венная критическая температура при учете зависимости коэффициента
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температурного расширения от температуры получается меньшей, чем 
без учета этой зависимости), смотря по тому как зависят коэффи­
циент температурного расширения и время релаксации от температу­
ры.

4. Случай цилиндрической оболочки при мгновенной устойчивости 
получим из (14) и бесконечная система, аналогичная (2.6), будет 
иметь вид
<7֊։
V (с^п -Сц. Л • (2г0— С;.—Р/.’ )п\ V («^ -с„. )здл «=0 (4.1)
п—-I ■—•>/ • I

/ МП’ А \ 
с'±я ~ " 27?Л*л

Выражение мгновенного критического усилия для достаточно длин­
ной оболочки при (2.8) в (2.9) но втором приближении имеет вид

А’ | Г.-Ь'Л. 9/7 ।Рхре=0.605£в^{ 1-4 -7\) )

5. Здесь будем рассматривать цилиндрическую оболочку под рав­
номерным давлением Если предположить, что температура по длине 

сЯ(£Ф) <РФоболочки меняется так. что имеет место ----------  7------- , то для по­
дл’

тенцнальиой функции Ф можноо получить уравнение, аналогичное 
(1.4), которое для мгновенной задачи примет вид

д*(ЕФ) ЕЛ* у д*Ф =0
дх* "'՜ 12(1—Л)А* (ф ЛЦ3 д?

Если представить £(х) в виде (2.4) и искать Ф следующим обра­
зом:

0 = cosnz3v ?rtsln/nx 
it —i

то бесконечная система будет иметь вид (4.11 с коэффициентами

(Л*т- 1 .. \ 
24(1—>’)/?* 2 "/"։±"

a PXJ необходимо заменить на Q = qmt!hl^.

Определение критического давления в случае, когда Е линейно 
зависит от температуры, а последняя по длине меняется как 7' = 
= 7*|Cqs>>vc. (TjeConst), сводится к нахождении» минимального 
корня цепной дроби

и,----------- Ц-------0.

Для оболочки с данными 12( I->’)/?’/А։—10*. r.ftjl (о при 
/.%7՝,«-0,75 получается, что значения критического давления в первых 
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трех приближениях соответственно равны 1; 0,825 и 0,796 от значения 
классического критического давления (без учета ’зависимости свой­
ства материала от температуры).

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԵՎ ԱՈԱՋ.ԳԱՄԱԾՈ ԻՑԻԿ ՋԵՐՄԱԱԳԱՅՈԻՆ ՍԱԼԵՐԻ ԵՎ
ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Լ. Ա. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ն մ

Ուսումնասիրվում է գլանային թաղանթի և սալի կայունությունը միաչափ 
Սէ/ւացիոնար ջերմ ային դաշտում ս/ոաձգական և ա/ւււ/ձդամածուէյիկ դրվածք­
ներով. երբ այդ Հա ակութ Հունները հանդիսանում են կամայական ֆունկցիա­
ներ ջերմությունից։ Ակնթարթային և երկարատե կրիտիկական ամեբի որո֊ 
չւ:՚.մր ազատ հենված համակարգերի համար բերվում ե անվերջ մ ատ րի ցն երի 
ամենաւիորր սեէիւսկան արմերների գտնելուն) Դիտարկ/քս/ծ /; մի շարը խնդիր­
ներ/

ON THE STABILITY OF ELASTIC AND VISCOELASTIC 
THERMOSENSIBLE PLATES AND SHELLS

L. A. MOVSlSiAN

S u m in а г у

The stability of cyllndric shell and plate in the one-dimensional 
steady thermal Held In elastic and viscoelastic state is investigated, 
when these properties are arbitrary functions from temperature. For free 
supported systems the determination < f Instantaneous and long-term 
critical iotces is reduce։! in finding of the minimal eigenvalues of infi­
nite matrices. A series of problems have been considered.
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