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К ИССЛЕДОВАНИЮ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
НЕОДНОРОДНЫХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН.

ПОДКРЕПЛЕННЫХ УПРУГИМ ЭЛЕМЕНТОМЮРИНЕ!! В Е.
/ Исследуем неоднородную ортотропною пол убес конечную пласти­

ну. несимметрично подкрепленную по всей длине прямолинейного края 
упругим элементом постоянною сечения. Подкрепляющий элемент на­
гружен внешними нормальными А', тангенциальными 7 и перерезываю­
щими Р усилиями, а также моментами Л!. Со стороны упругого элемен­
та на горец пластины будут передаваться соответствующие контакт­
ные усилия '/՝<•>,/•>։0 и моменты М<°. Таким образом, для контура 
контакта имеют место условия равенства перемещений подкрепляюще­
го элемента и пластины и справедливы соотношения

П'։, (Л10,_О-Л1<‘>. + -ри
\ ОХ /у=о

(1-1)
При наличии эксцентриситета подкрепления (^^֊0) независимо 

от вила нагружения пластина испытывает обобщенное плоское напря­
женное и изгнбнбе состояния, вследствие чего необходимо решать ком­
плексную задачу сопряжения для нахождения контактных усилий и 
моментов.

Предположим, что коэффициенты Пуассона >։ и для материа­
ла пластины постоянные, а модули упругости Ех, Е. и модуль сдвига 
6’ являются дифференцируемыми функциями декартовой координаты 
у и меняются с глубиной по закону

/Ч = £рехр|-/(у)|, Е, ֊ Е & ехр| -/(у)], (7=0*>ехр|-/(У)1  (1-2) 

где /(у)-определенно положительная дифференцируемая функция.
Введение функции /(у) в экспоненту не нарушает общности поста­

новки задачи, гак как. вводя некоторую определенно положительную 
дифференцируемую функцию /*(>•)  при помощи соотношения /(у) 
= |1и/*(у)|.  в выражениях (1.2) можно избавиться от экспоненты.

Используя соотношения Гука для ортотропной пластины, условия 
равновесия, условия совместности [1] и выражения (1.2), запишем диф­
ференциальное уравнение для некоторой функции /.(.с. у)
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дх2ду* ■ дх'ду3 17 дх2ду2 \Сг& ')дх*ду2

12^ дЧ. дЧ֊< (с<°> 7 п — дх*
(1.3)дх'ду е \°՝ дх‘

где компоненты тензора напряжений задаются выражениями [2]

<П д*1  дЧ.3Л= ---------- . '3У =---- , "»г —-------------- (1.4)
дх2 ду2 дх*  дх3 ду

Таким же образом выведем дифференциальное уравнение для на­
хождения функции прогибов тс'^Х^у) пластины

д*
ду*

_О/֊' • (Г-Г)4гг 
ду2

+2 А Т2(1

ЧС<°> 
'։'։) ^- (0)

д՝ш.
дх2ду Ё^> дх<

,6<°>
£(3)

<^йУ։

дх‘ду2
(1.5)

)^֊ =0 
дх2

Для упрощения проведения численных расчетов конкретных задач 
путем перехода к безразмерным величинам введем взаимосвязь между 
модулями упругости и модулем сдвига пластины при помощи соотно­
шения

0«!) £(0)

2(/>б+'։)
(1.6)

В области изображении Фурье уравнения (1.3), (1.5) имеют вил

у; ֊• 27' ֊ + <) '* Г-^֊ -Щ՛*/ ’ ֊ а у* ау3 а у2 ду

-О

ду* ду3 ду2 ду

Н-8Р 4̂о֊^(/’ Г)К = 0
причем

0(Х, у) = /.<£(>., у)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
Следовательно, задача обобщенного плоского напряженного со­

стояния и задача изгиба для неоднородных ортотропных неограничен­
ных в направлении осп х пластин сводится к решению красных задач 
линейных дифференциальных уравнении (1.7) и (1.8) при соответству­
ющих граничных условиях.

2. Если дифференциальные уравнения (1.7), (1.8) имеют решение, 
го эти уравнения можно представить в виде

-^■-«(у)^֊-?(у) 7(у)^ 4-«(у)Р -о (2-1)
ду ду а у2 ду

где для уравнения (1.7) и для уравнения (1.8).
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Независимые коэффициенты а, 3, с можно определить из сис­
темы уравнений

« + 7 -?։(¥)> 2 72 ‘֊«7~Ж։я<РИУ)</у
(2-2)

֊4 2Г՜1 *у+агЧ?т-ь(у). ~1 1’й=^

• Известия АН Армянской ССР, Механика, № 3.

ау* а у а у (1у* (1у
где

?։(у)~2/'. ?2(у)~/'ЧГ֊2^

?։(у) = ֊2^’/', «МуЧ^Н Чг(/'Ч/") (2.3)
для задачи обобщенного плоского напряженного состояния

?։(у) = ֊2/ ’• <?2(у)

<?։(У) “ 2/#-2/' • ?<( У) =' 4/>о - Ч*( / '3 -/ ") (2-4)
для задачи изгиба.

С помощью системы уравнений (2.2) можно найти а явном виде 
коэффициенты л. 3, у, о для некоторых частных случаев /(у), когда 
дифференциальные уравнения (1.7), (1.8) представляется возможным 
записать в виде (2.1).

Предположим, что /(у) функция вида

/(у) =-՝1п(£-Ну)։ (2.5)
где /г. х — постоянные.

Для функции (2.5) из системы уравнений (2.2) с учетом (2.3) на­
ходим

*(1~х) о _ _ п>, г (1Н)(/*о  ~$) _ &г(1+*)У. • Р /А՜) ———
£-ИУ £+Лу (Я+^У)2

7 (26)
АН *У £+*у

На основании полученных соотношений (2.6) уравнение (1.7) запи­
шем в виде

(֊ /г(1-х) (1 
ку </у

./2 л/г/(1 х*)(^-> ։х)

Я\ку

| (1^  к(\ -5) б/Н 
1</у2 ёЛ-ку а у ”0 — . 11.8֊\-ку

*а(1 5) 

(Аг+*У)а

(2.7)

Следуя изложенной методике, аналогично уравнение (1.8) предста­
вим в виде

[ ? /?(1 х) £ Л^(1-Х)(^֊у) /г>(1-5)П ч/
I ^У2 ' я+Лу б/у °՜ ё-\-ку (£4-*у) 21)

х ( А(Ь-£)_ _। х >^/( 1 ֊>,1) 1-. р 8)
I <Уу։ g■\-ky с1у I ^4-Лу | I
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В общем случае решение дифференциальных уравнений (2.7). (2.8) 
сводится к решению уравнений

dW 4(1 ' О 2.5 /4/(1 >)(^-М)
dy1 g֊\-ity dy ° Я+4у

6 0

d֊w, 4(1- х) _ I _
rfy5 Р\~ку dy fi'vky

Si

(2.9)

(2.Ю)

которые подстановками

!±? _ 2р0>.
0=Ф2 П7('Г), д-5 'Г - UZ('F). ‘Г — —±-(#֊Ну) (2.11) 

сводятся к уравнениям Уиттекера [3]. Окончательно для функций 0 
в имеем

0=/Г|C1UZn,m(4-) -С21Р U'l'H C3M֊4՛)-ЬС'Л” Я.т(-Ч‘)| (2.12)

(’«■’) яХд ч-)-^^֊*.х(-՝г)|  (2.13)

где С/, И) (/ 1, 4)-произвольные функции параметра /., подлежа­
щие определению из граничных условий; № ±Ч‘), 1^±« >(±Д’)—
функции Уиттекера

1 /------------------ х 1 ՛-------------------
Уо =g--.ky\ п ; х =-^-J (l-s)(^—v)

** л*  лл
f=l֊֊ (214)

Ла
В частности, при //-֊0, то есть, когда ֊ I или ^—р2̂ , урав­

нения (2.9) совпадают .։ дают только два независимых решения. Гак 
если /Jq.'s и .$7- 1. то функцию 0 следует искать из уравнения

ge֊* P+?L ^-/,«№=0, (2.15)
с/уй g-4-Лу civ

где Во—общее решение уравнения 

Решая уравнения (2.16) и (2.15), получаем

50



где /л։('172). К,п(։1г/2) функции Бесселя от мнимого аргумента 1 и 
II рода порядка /п.

Когда $=֊ ], выражение для ® имеет вид
£ _ X 4 _ ՝•’ _ т £

е=С։е2 +с,е Qe- lny0 - е ‘ El*(՝F)  | |-CJe՜Г1пув-е2 ЕЦ-Ч-)|
(2.18) 

где Ei*( ’l), Ei(—՝Г) -интегральные показательные функции.
Аналогично, выражение для трансформанты функции прогиба wt 

при \=p֊Js и s I будет вида (2.17), в котором т заменено на ц. а 
при № 1 —вида (2.18).

3. Предположим, для определенности, что п=^() и х=А0. Тогда 
выражения для <4 и ограниченные на бесконечности (у -по), бу­
дут иметь вид - ՝֊

е= у» г[с։ wz„.„(>F)+c։ w'֊»,44f)| (3.1)
I _  I1- .V

Уо • |S։ (3.2)
Используя соотношения Коши, условия равновесия и выражения 

(1.2), (1.4), (2.5), получаем

ди. 1 / дЧ дЧ, \
дх Е1 \ дх*ду*  1 дх*  /

А 1 \ 1 дЧ. № / дЧ. дЧ. \ 3
дх' \ /:։ в / дх'ду Ех Ох?ду*  /^Уо \ дх-ду*  1 дх')

Применяя к соотношениям (3.3) интегральное преобразование 
Фурье по переменной х. учитывая при этом выражения (1.6), (3.1). 
(3.2) и граничные условия (1.1), для точек контактирующего торца 
пластины имеем

(<'Ч)։-о= (л* v։ ),.=о = -L- (1։ЛГ<‘> +Лт,Т«>)

где (3.4)

Ъ=1(АА -

~^к)|^ Л?^_) w_a,[/,։.’+*( М+<։)»֊4-**('.+'Л,)| X
\ к / \ к /

X ‘ Ц7_л+1 гл/ ^4՜ |х
\ R / х R /

X \Vn.m С^\ \vn^m (^֊\ ь |(/5--/։)).We-G)| \vn,m(
\ Л / X«/ \ R /
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Х.\\ -П и,/?/7^-—к 7з~|(/?О^н ^/18 /’(А:։ ~~ М14'3՜ ^(/Уя"Н։Л8 Лз*п 
\ «■• / I

---РАА* ■ ^'(ЛАо ' Л/13' ^2(Л<Д>>~7։А:)1 ?՜

х пл....!- [(рА֊/,)>■• ^(дАЖЛ,-*,)>■ ’ ՛ АРА*  ‘*А*  ֊

1,у>.-^(1„1„-1к)\\гц.„ (\ ил„+1,т (^֊\ +1(/; -АЛ)Р + 
X £ / X R /

^( Ла /А/л У'-2 4՜ ( ^14 /А/й ~ ' чА$ Р' ' ^3( ^18^12 1Г- ) 1
IV/ /-7?|/- \ |у> 1^Р^\ А2, / / _Г 1 И/ / ~Рь* \ ПУ■' ’» — п.т ( ) ՝ л । I,/« ( ' I ,֊(‘11 ^18՛ ՝ '1 1 п> I . I “ п֊ 1.н1 I\ £ / \ р / \ к / ՝ R /

•;.= 1(<„֊Л)'“֊1 кА֊ и՛ + *’(/п '.»И Ч\.™ (^-) ) -I-

(/,/.’ и,?+* ’/„) ՝ - («,>•*-՛■  м,.‘- +
\ к / \ R !

(2-^\ПЛ„ !.тЖ\ 1,=р1~ь-, <^р.{1т-֊2п-\)
\ R / \ R /

4 2т2-г2тп —2т п I —; С 0 .»о( /^—•1): ^-Р^$--"1+'1֊\ ֊)

/>0|$(2/и—2«-1) <>тн 1\пР- 2п'!'■ С>т 5//֊2|

/ ։0= $( 2лР - 2пт — 2т п֊\ _1_\
2/

4т?п - 4/лЛ | 8т" -Ътп—ып- 2п-{ 1

/и = '-^вв2/?ой։. (12 $(2м —1)~4ж2-| 6л-2: Го^՝»՜—"-г--՝) 4֊

/и=/><![х(2//?—2//֊ 1)-4яг’ 6т4֊5«—2«’—6,?п/-2|

^5 ^(՝2пР 2пт—2т — п- —\—8пР 8ти —АпР 4т~п֊5т—2п . 1

1 ./г| т------; (^т -п —
2

Таким же путем, используя выражение (3.2) и граничные условия
(1.1). запишем соотношения для трансформанты функции прогиба плас­
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тины ю2(/, у) и ее первой производной для точек кон։ура контакта с 
упругим элементом

где 2А толщина пластины; ^0, т14- функции параметра
зависящие также о։ упругих, жесткостных и геометрических характе­
ристик неоднородной ортотропной пластины, выражения которых вви­
ду большой громоздкости здесь не приведены.

7. Расчет упругою подкрепляющего элемента базируется на теории 
тонких криволинейных стержней. Используя результаты работы [4], 
уравнения для трансформант перемещений прямолинейного упругого 
элемента с учетом всех его упругих, жест костных, геометрических ха­
рактеристик и эксцентриситета подкрепления имеют вид

//?М. ֊±1 \< (О 2/П7. ( 2_L V/*v) _ X pu _ -^—L N—
& A / A &

-2A-Z/ / J- _ Ù5 _ ՝JLl\r_L X ~p 
A ) A

_ /1 )2'2\_ • _ ,։<='_ }»< _
Pv,--2Ai  ------- r 2/w. U-Г') | P<o-|- -2L.W)֊

\g8 C J Â֊2 C C

֊ 2A» (_L f ֊ z'Jix p_ Âï
C / ga c c

֊2А/.։П21Д.ЧЛ_2/п/.^- /•(/) f JL.. _LL\p(0 —
C A \A C / C

2Л *Z8 ùil Â'-(-2A*//.  2 7;_ /1 cà \p_ '^LJi (4.1 )
C A \A C ) C

,г а^л 2fi 2. ÿ (0.. X p («) 2Д ՝ v |_ 4_ p _ J_ ÿÿ
dy C C C C C C

где 2ff*  ширина подкрепляющего элемента; sps2—расстояния от ней­
тральною слоя (оси) до соответственно контактирующего и внешнего 
края подкрепляющего элемента; '.0—расхтоянпе между осью подкреп­
ляющего элемента и срединной плоскостью пластины (эксцентриситет 
подкрепления): Ья֊•- е2 —высота подкрепляющего элемента; -։ — 
расстояние между осью подкрепляющего элемента и точкой приложе­
ния к нему внешней нормальной нагрузки; g,. .4. С -жесткости уп­
ругого элемента соответственно на растяжение, изгиб и кручение.

На основании условий равенства перемещений пластины и упругого 
элемента вдоль контура контакта, учитывая соотношения (3.4). (3.5) и 
(4.1). получаем систему четырех алгебраических уравнений относитель­
но трансформант контактных усилий А'Ш, 7’<'\ и моментов Л4<'>.

Так, в случае нагружения подкрепляющего элемента внешней нор­
мальной сосредоточенной силон Д։’о при 0, решая полученную 
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систему уравнений и применяя формулы обращения Фурье, имеем

№>(х)„ - 'X» (' 2111 cos>.xd>., Т«>(х)=֊ —“ Г 2&1 $։nijc ».
* J <?„(>•) * J QO(Z)о о

се
Р<։’)(х)-—I cos/xdt, М<«(х) = — — ( ^^-cos>xd/ (4.2) 

“ J Qo(') “ J Qo(z)(I о
где Qo(>), Qj(/), Qa(>), Q։(X), Q<(/.)—соответствующие определители 
полученной системы алгебраических уравнений относительно транс­
формант контактных усилий и моментов.

I I р и м с р. Рассмотрим неоднородную ортотропную полубеско­
нечную пластину и подкрепляющий упругий элемент прямоугольного 
сечения Z/*X2A*  со следующими упругими, жссткостными и геометри­
ческими характеристиками:

h st=A; *,==՝>♦=(),3;  ^’=2А; '.о='п-=О;
gt-±EW^ 2li=2.S: ^֊.2,0;

б 21։ £}"’ 1-н*
9

А = — /: *b*ti**i  g 1; Л = 0,1 м֊1

(4.3)

где -соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона 
и о д к ре и л я ющего элемента.

Упругий элемент нагружен сосредоточенной сжимающей силой А'о, 
приложенной в плоскости его оси. Функции Уиттекера представлялись 
в виде асимптотических рядов [5]. Численный расчет контактных уси­
лий по формулам (4.2) проводился на ЭВМ ЕС 1022 по методу Гаусса 
с точностью до Ю՜1 знака.

Па фиг. 1 приведена зависимость нормальных контактных усилий 
А՝^ от координаты х, направленной вдоль центральной плоскости плас 
:ипы, при $=0. Кривые I, 2. 3. I соответствуют значениям = 
= 0,5; 1,0; 2,0; 3,0.
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Зависимость Л’(|’ от параметра .$՛, характеризующего степень 
неоднородности материала пластины, изображена на фиг. 2 при х-0 
и £<®>/£^«=0,5; 1,0; 2,0; 3,0 (кривые 1, 2, 3, 4).

ԱՈ-ԱՈԴԱԿԱՆ ԷԼԵՄԵՆՏՈՎ ԱՄՐԱՑՎԱԾ, ԱՆՀԱՄԱՍԵՌ ՕՐԹՈՏՐՈՊ 
ՍԱԼԻ ԼԱՐՎԱԾ ՎԻՃԱԿԻ ՀԵՏԱԶՈՏՈՒԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋՍ

Վ. b. ՅՈՒՐՒՆԷ8

II. մ «ի ո փ ո ւ մ

Ստացված են անհամ ասես, օրթո՚էորոպ սալի ընդ Հանրացած ‘արթ քար- 
վածային վիճակը ե ծռումը րնութագրււղ ընդ էանար դիֆերենցիալ հավասա­
րումները 11 գնտված են նրանց մի րանի (ածումները: Հետազոտված Լ առաձ­
գական էլեմենտի ե անհամասես օրթոտրռպ առաձգական հատկությաններր 
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THE DEFINITION OF TENSE STATE OF INHOMOGENEOUS 
ORTHOTROP PLATES STRENGTHENED BY ELASTIC ELEMENT

V. E. YURY NETS

Summary

Common differential equations describing generalised plane strained 
state and bending o< Inhomogeneous orthotrop plates are derived and 
some of their solutions are given. Contact Interaction of elastic element 
with inhomogeneous orthotrop plate, elastic properties of which change 
according to the law of degree has been studied.
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