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Решение ряда задач о подкреплении՜ анизотропных плас гни упру­
гими ребрами или накладками и обзор работ в этом направлении мож­
но найти в книге [I].

Подкрепление анизотропных и изотропных пластин регулярной 
системой включений рассмотрено в [2]. Аналогичные задачи для пьезо­
керамической полуплоскости содержатся в [3].

Постановка электрических и механических граничных условий на 
трешине в пьезоэлектрике обсуждалась в работе | I].

В настоящей статье рассматривается модель кусочно-однородной 
среды, представляющей собой пьезокерамическую матрицу, армирован 
ную регулярной системой ленточных включений. При этом допускается 
наличие в матрице дефектов тина трещин На основе решения указан­
ной задачи электроупругости проводится осреднение иьезоупругих 
свойств такой регулярной структуры.

Приводятся результаты расчетов контактных усилий и усилий во 
включении, а также коэффициентов интенсивности напряжений и осред- 
।։снн ы х пьезомодулей.

/. Модель пьезокерамической матрицы с регулярной системой 
включений. Рассмотрим отнесенную к кристаллофизическим осям ко­
ординат А’у< неограниченную пьезоксрамнческую матрицу (керамика 
Р7.Т PZT—5 [5]), предварительно поляризованную вдоль оси 
z и армированную двоякопериодической системой одинаковых ленточ­
ных включении. Предположим, что включения непрерывно скреплены 
с матрицей, выполнены из упругого диэлектрика и работают лишь па 
растяжение-сжатие, а в среде имеют место средние механические на­
пряжения <5»>‘ и электрическое поле, характеризуе­
мое компонентами среднего вектора напряженности

В этом случае в матрице возникают сопряженные сингулярные 
поля электрических и механических величин, которые можно выразить 
в терминах функции комплексного переменного [3, -1] по формулам

o. = 2ReV ?=֊-2RCv
»-J *=l
3

«z = 2Re V Фк(г») </Ф|<(гА)/^
А-1
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3
-« = —2Ие V -(Л|1*ФДгл); (1.1)

Л- 1
'Л 3

(У = 2Ке V /чФл(гл); й/ = 2Ке £ ^Фл(гл)
л-1 л-1

з з
= 2Ре У, ч Фл(г*); Е. = 2 Не V Х*иМФА(г*)

Л-1 л«|
3 3

/Л = 2Ие V глн*Фл(г.О; £։=—2Ке V г*ФА(г») 
Л-1 Л-1

Здесь *,'л, Рь РЬ’ г к определены в [3, 4|, Ф* (г*)—искомые 
аналитические функции комплексного переменного г*.

Условия совместности деформаций системы матркца-включения 
имеют вид

0,5(։++е;) = ^. ^.= <1 + |,°)(' Л!‘о) .V (1.2)
։ *

где /V—внутреннее погонное усилие в сечении ленты, перпендику­
лярном оси Ох\ Ео, рв, ^—соответственно модуль упругости, коэф­
фициент Пуассона и толщина включения.

Решение поставленной задачи (1.2) разыскиваем в виде
/

ФЛ(гЛ) = вл | ֊ £(х)',(л'—гь)4х (1.3)

Здесь £(х)—интенсивность контактных усилий, (гЛ) —дзета-
функция Вейерштрасса (6)» построенная на периодах <Ч|А.=<м։> о. к
- Ке •••։4 •,ч1п1“>2; ю* (/г = 1,2) основные периоды структуры (фиг. I). 

Констант».։ Ь,. определены в |3| при «»-О, г> = 0. Р — 2*. =
определяются из условий, чтобы представления (1.3) обеспечивали
су тес 1 вован не в структуре задан­
ных средних компонент электричес­
ких и механических величин.

Условие равновесия включения 
имеет вид

I

^(л-)«/х=0

С учетом (1.4) и свойств дзета- 
функции Вейерштрасса. можно по­
казать, что представления (1.3) обеспечивают квазнпериодичность пе­
ремещений и потенциала электрического поля в структуре. Следова­
тельно, условия совместности деформаций (1.2) достаточно выполнить 
лишь на включении, находящемся в основном параллелограмме перио­
дов.
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Можно показать также, что предела г.гения (1.3) обеспечивают не­
прерывную продолжимость через включение перемещении, касательной 
компоненты вектора напряженности и нормальной составляющей век­
тора электрической индукции. Касательные напряжения -гг терпят 
скачок, определяемый формулой

-£(*) (1.5)
Подставляя предельные значения функции (1.3) в условие сов­

местности деформаций (1.2), приходим к сингулярному интегро-днф- 
ференинальному уравнению

I t I
। g(x)dx 1 £(л.)Л/(л. xJdx *-). I К(х)г/л=.Я1

х х0 j' j

аН{х, л0) 2 Re V А. I р'(х-х0) - -Z— • xQk
ft 2-t | * х—л-ю

; U = 2RC£ (1.6)
(1-PÖ)£OS ft 2л/

= -аи<5, > ֊ <л> + «„<£>

у...
Ш1Ы$1п» <U|

я —argwt; ч*«=2'. (-у-)

Здесь <2lt, 5И определены в |3|.
Для фиксации однозначного решения (1.6) в классе [7] к нему 

необходимо присоединит։ дополнительное условие (1.4). На этом по­
строение алгоритма закончено.

2 Учет дефектов типа трещин нматрице Предположим теперь, что 
матрица ослаблена двоякопериодической системой одинаковых туннель­
ных вдоль оси Оу разрезов /. (фиг. I), на берегах которых за таны ком­
поненты вектора напряжений Z*. одинаковые в койгруентных точ­
ках. и также, что главный вектор этих усилий, действующих на обоих 
берегах разреза, равен нулю

Кроме условий (12) необходимо выполнить краевые условия на 
берегах разрезов

2йе V (Л — 1.2)
I»» I

2йе2 ».<,{|Ф»(/»)|т-|Ф»(/»)Г>-0 (и-3,4) (2.1)
♦»»1

где II/* (л 1.2). зяМ (и 1. 2. 3. 4) определены в [1|, последние 
два условия в (2.1) вытекают нз непрерывной продолжимости каса­
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тельной составляющей вектора напряженности и нормальной компо­
ненты вектора индукции электрического поля через

Искомые функции представим в виде

ФЛ(гА) = /?х 4-^7 (^(х)’.(х-гЛ)^х 4֊ ֊֊г ( <•»*(* )’.(/*-֊г&Нц
М 3 2тл Л

֊1 £
/* = Ке/ + н!т/; (2.2)

Здесь первые два слагаемых соответствуют наличию включений, 
а последнее— наличию разрезов. £(х), ч>л(/)—искомые функции.

Подставляя предельные значения функций (2.2) в краевые ус­
ловия (2.1) и равенство (1.2). приходим к смешанной системе инте­
гральных и алгебраических уравнений 
/ ( * 1

j Я(х)Н(х. x^dXT 2Rei л)Л» + ■> (i'fxjrfx Л-1

֊։ ° -1 ~ i. К

I. С?(л)//;(л՛, /»0)rfx+2Re v Г +
J *•=! 2~l J fit—tkO-I I.

+ 2ReV |՛ I(л=1, 2)

z

2Re V ^n(zo) (« = 1. 2. 3. 4)
h- 1

№. .?,)«= ։^֊ I />(/*-xrt) QaQ|

//;(.<• M-2Re V !VI<r-l J’Z

go՝ = ֊֊ I xg֊ ^>0)֊ ——— ֊ /*
2rZ I G-Zao 2r.i

00 _3o ... ,,.9-.՛ COsro 21
o>։ Г/Ю,

«71(/) = A't4-A';; MZ8(/)=O (2-3)

n-/2(/)=-(z;4-z;); ^д/)=о

F^i.) = 0,5(/Vn -Xn)—«s^cos? I <5j5>sin6)

/'j(/) = — 0,5(Z.7-Z՜)4-«-n>cos b -<5։>sin-b)

Здесь aSд =аЯк (?<>); j. %—углы наклона положительной норма­
ли к левому берегу разреза в точках t и /0 соответственно к оси 
Ох; о; -символ Кронекера.
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К системе (2.3) добавляем статическое условие на ребре (1.4) и 
условия однозначности перемещений

л
2Яе^ рпЬ | «,*(/)<//*« О (л®1, 2) 

£
Ри~Р» Р*,—?* (А— I. 2« 3) (2.4)

Условия (1.4). (2.4) однозначно фиксируют решение системы (2.3) 
•МО« А'(*) (* 1. 2. 3) в классе Ло функций, неограниченных на кон­
цах линии интегрирования.

Осреднение пьезоэлектрических свойств регулярной пьезокера­
мической структуры. Следуя работе (2]. построим макромолсль рас* 
СЦатрНпаемой структуры. Под этим будем понимать однородную нье- 
юэлектрпческую среду, уравнения состоя?.ни которой совпадают с зако­
ном связи средних компонент механических напряжений и напряжен­
ности электрического поля со средними значениями деформаций и ком­
понент вектора нндукЦии н структуре.

В силу того, что представления (2.2) обеспечивают квазниерио- 
дичиость полей механических перемещен։!։՝։ и потенциала элекгрнчеч- 
кого поля и структуре, проблему осреднения заданной структуры мож­
но решить точно.

При переходе ՛•։ произвольной точки структуры к конгруентной ей 
мс чаничсские перемещения получают постоянное приращение, которое, 
с одной стороны, выражается через средине значения механических 
деформаций, а с тругой через приращения аналитических функций 
Ф|. (£>). Па основании этого имеем

<,,> = ֊2Rr v ). <«>--ySReSd 
h J /7 >-! | «»J

1 3 Г h 1 3<7„> = ^2Re2: Р։+-2R*S ?SW֊.)
г/ h ~ ։ L W. х-1

(3.1)
ЛлФй(**) = ФДг<-г ‘чИ ֊ФЛ*>) (п = 1.2) 

/У = |«.?| Sina: // = |u>j| cos a
Здесь <X>. <«/>. <и*>—средние деформации регулярной 

структуры.
Введем средние значения вектора индукции электрического поля 

по формулам

(3.2)

/+•։
</>„>«</^>$^3—<Z9j>cos։ =| (D.slm n։co^)dS 

Н| .1
i

Используя (11). получим
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1 ՛* л
<^> = ֊2Ке2 М^лЬ-ММ^) 

п *-| ш։
<£>,> - - — 2₽е 1 гкА։Ф.(г») (3.3)

и>х *-։
С другой стороны, приращения функций $*(**) находим из (2.2) 

с учетом свойств сигма-функции Вейерштрасса

ДпФ*(г*)^в*<Ол*Ч- АЛл («= 1. 2)
I
Г х«(х)<1х+ — 1՛ «».».(ОЛ» (3.4)

2т.1 ,) 2 т. с J
֊1 /.

Здесь функционалы Л* построены на решениях уравнений (2.3).
Подставляя (3.4) в (3.1) и (3.3), приходим к соотношениям

<.> = 2йе2 рА+2«։^ ֊/’Л
Л-1

<«։> -2КеУ ?ЛА+2(?е2 х
Л—1 Л~1

<Т.з>=2Ке2 (РЛ- 2йе< /? \\
Л-1 Л-1 \<»։ /Лу։ /

(3.5)
</>,>-2Не< г,,А ,-Л

*-1 Л-1
$ Ок

<А>= -2КеГ Г А 2Ке^:
А=1 Л-1 ‘°։

Учитывая механические л электрические условия на сторонах па­
раллелограмма периодов и вводя стандартные решения системы (2.3) 
ио формулам

^(а)=Я։(л-)<^> ^,(^)<о;։>-^(х)<-.։з> ֊Ь^(л)<^։>4֊Ага(х)<^>
(3.6) 

и.Л(/) = Ч1,(0<з։> + 4?>(')<Л> + -13)(0<Ъз>

получаем уравнения состояния макромодсли
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/3։*=а,/*—ли7М‘*: 1

( Х£Дх)</л— у 6Ч°(*М*» 

-г л
5ц = 5П—5'{,51}; <$1—5П 5и51а.$1։|

51-5;,-^«^=^=51-0
5« <^|~<Лг$։Т$1 I • ^7» "■’•’*41 15$П

5Г1=б/и—бГц5։15’п։ -. -*>„—5«; 5Л< «Аа

5«“<1Р ’• ■$*»"■•$//
г Результаты счета Система уравнении (2.3). (1.4). (2.4) была 

реализована численно по схеме типа Мхльтоппа. В качестве примера 
расс матривалась квадратная решетка с периодами «>, 2. ш։ 2/, с си­
стемой прямолинейных включений шириной 2/, когда в пределах 
каждой ячейки имеется одна трещина с поперечным сечением в ни-

I ■ • 1 ; й
де дуги окружности х« Юсоэ —‘Л г Юх!»—— 1<? >1.

На фиг. 2 представлены ре­
зультаты расчетов относительных 
усилий в ребре < =Л7«о։>/)
(кривая 1 соответствует /. — 0.2. 
гривам 2 —£==0.3. 24—длина тре­
щины) и относи тельного контакт­
ного усилия ф^(х)/<з։>.
(кривая 3 соответствует /. = 0,2, 
кривая I —/. -0,8) при <$։>■•• 0,

/—О. / 0,4; х = ;/.
Графики на фиг. 3 иллюстри­

руют изменение относительных ве

(кривая

1). о> ==^~<>|/ /" <кР”вая 2)»

</= Г7 -~Ч крива я 3) 
<?»>Г / dii

на продолжении за вершину трещины Ь в функции от параметра 
Видно, что при увеличении длины трещины, когда перемычка между 
конгруентными трещинами уменьшается, относительный коэффициент 
интенсивности <О«> существенно растет, кроме того, кривые на 
фиг. 3 подтверждают явление разгрузки, обычно имеющее место при 
взаимном влиянии трещин.
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На фиг. 4 представлены результаты расчетов осредисииых пара­
метров структуры. Графики 1. 2 иллюстрируют изменение макронара֊ 
метра <-Տ։ւ>/ձՀյ. графики 3, 4— <5аз>/5’33. Графики 1, 3. и 2, 4 по­
строены при / = 0,2 и 0;8 соответственно Остальные макропараметры 
практически не изменяются. Из результатов видно, что увеличение 
длины разреза существенно уменьшает жесткость структуры в направ­
лении оси Ох. Эго объясняется тем, что при выбранных параметрах 
разрезы приблизительно прямолинейны и ориентированы вдоль осн Oz.

ՈԱՐԱԿ ԱՌԱՋԴԱԿԱՆ ՆԵՐԴՐԱԿՆԵՐԻ ՌԵԳՈՒԼՅԱՐ ՀԱՄԱԿԱՐԳԸ 
ՃԵՂՔԵՐՈՎ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ՊՅԵ9.ՈԿԵՐԱՄԻԿԱԿԱՆ ՄԱՏՐԻՑԱՅԻՆ 

ՄԻԱՑՆԵԼՈՒ ՄԱՍԻՆ

0. Ա. ւ՚ՎԱՆԵՆԿՈ. I.. Ա. ՖԻԼՇՏՒՆԵԱՒՅ

II. մ փ ո փ ո I մ

Սառուցված Լ թունելային ճարերի աիպի դեֆե1ւաներու1 թէպացված ւդւե- 
դո կ ե րա մ ի կ ա I/ ան tf ա ut րի g ա յով կոմպոզիցիոն նյութի մ ապավենի մոդելը: 
Լուծված են այդպիսի կառուցվածքով պ փ դո առաձգական հատկությունների 
միշինացման մասին նոր խնդիրներ: Բերված են հաշվարկի արդյունքներ։

THE REINFORCEMENT OF PIEZOCERAMIC MATRIX SLACKENED 
BY SECTIONS’ BY A REGULAR SYSTEM OF THIN 

ELASTIC INCLUSIONS
O. A. IVANENKO, 1.. A. FILSIiTINSKY

S u ni m а г у

A model has been created for a tape-shaped composite material 
with a matrix attached, the latter being slackened by tunnel crack type 
defects.

New problems of smoothing the piezoelastic properties of such a 
Structure have been solved and calculation results surveyed.
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