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АИЗИКОВИЧ С. М., АЛЕКСАНДРОВ В М.

Изучается влияние неоднородности основания па распределение 
контактных напряжений под круглым штампом и его осадку, определя
ются контактные напряжения под полосовым штампом на неоднород
ном основании. Задачи поставлены п связи с проблемой расчета фун
даментов на химически закрепленных насыпных или просадочных грун
тах (круглая жесткая плита, ленточный фундамент).

1. Методы решения основных краевых задач теории упругости для 
многослойных оснований хорошо разработаны. Для произвольных же 
непрерывно-неоднородных по глубине сред здесь приходится преодоле
вать значительные трудности, гак как необходимо решать краевую 
задачу для системы дифференциальных уравнений с переменными ко
эффициентами. В связи с этим в большинстве известных работ рас
сматривались контактные задали для специальных зависимостей свойств 
следы от глубины (степенная, экспоненциальная, линейная) По при 
этих зависимостях есть точки среды, в которых модуль упругости об
ращается в нуль или бесконечность, что неестественно для многих прак
тических задач.

В общем случае произвольной непрерывной неоднородности в ряде 
работ применялся приближенный подход, основанный па замене непре
рывно-неоднородной среды многослойным пакетом [1, 2. 3].

Следует заметить, что метод аппроксимации произвольной непре- 
рынно-неоднородиой среды многослойным пакетом нс всегда даст удов
летворительные результаты и нуждается в дополнительном обоснова
нии [4].

Смешанные задачи для многослойного (двухслойного) основания 
рассматривались в работах [1—3. 5—13] и других. При построении 
решения интегрального уравнения в указанных работах использова
лись методы: а) коллокации по чебышев<ким узлам; б) сведения к ли
нейной системе путем аппроксимации полиномом регулярной части 
ядра интегрального уравнения; в) асимптотический (метод больших / ); 
г) сведения к интегральному уравнению Фредгольма второго рода и 
решения его методом механических квадратур, то есть использовались 
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методы эффективные для достаточно больших значений '- (а—отношс-1 
нис толщины слоя к полуширине (радиусу) штампа).

Заметим, что трансформанты ядер интегральных уравнений непре-1 
рывно-неоднородных сред и многослойных отличаются по свойствам,, 
поэтому н структура их решений в общем случае различается. Ниже 
изложим способ численного построения трансформанты ядра для не-1 
прерывно-неоднородных по глубине полупространства и полуплоскости 
[11] и методы решения возникающих интегральных уравнений как для 
слоистых, так и непрерывно-неоднородных по глубине сред. Будем рас
сматривать следующие задачи: задачу I плоскую задачу о вдавлива
нии педеформпруемо!о штампа в неоднородную полуплоскость и зада
чу 2—осесимметричную задачу о вдавливании недеформируемого кру
гового штампа в неоднородное полупространство. Полагаем, что 
неоднородное полупространство (полуплоскость) представляет неодно
родный слой (полосу), сцепленный с однородным полупространством 
(полуплоскостью), для непрерывно-неоднородной среды и пакет слоев 
(полос), сцепленный с однородным полупространством (полуплоско
стью), для дискретно-неоднородной. На границе между неоднородным 
слоем (полосой) и однородным полупространством (полуплоскостью) 
предполагаем выполненными условия сопряжения по напряжениям и 
перемещениям. Требуется определить распределение контактных напря
жений под штампом, связь между вдавливающей силой и осадкой 
штампа (задача 2).

Математически постановка задач I 2 запишется следующим об
разом.

Задача I Коэффициенты Ляме А и М полуплоскости с глубиной 
у изменяются по закону:

1. А = Л0(у), М- М0(у), 0>у>-//
2. Л = .\։ = Л0 (—-А/), М = М։=М0(—//), ֊/У>у>-«о (1.1)

Граничные условия следующие:

у = 0, (су1==0’ И>а ‘ (1.2)
| = —7(х)| = /(л-), |х|<а

Здесь а-ф^х—перемещение штампа под действием силы Р и момента 
М, 7(л՞)—форма основания штампа

у = = = ^10=^2) (1.3)

и и г՛—смещения вдоль осей ох п оу соответственно. При (|х{. —у)֊>оо 
напряжения в полуплоскости исчезают. Требуется определить распре
деление контактных нормальных напряжений под штампом

«5? в—?(*);  (у=о. И <«) О-4)
а 

и связь между Р. М и я, В при условии у-(ЕИ5=Р 
— Л
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Задача 2. Коэффициенты Ляме А (г) и М(г) полупространства с 
глубиной г изменяются по закону (1.1). Граничные условия имеют 
вил:

г-0, т„ = г„=0, [’֊-“°' Г>а (1.5)
I ■& = — о(г) — - [о—0(г)),

Здесь перемещение штампа в направлении оси г, ф(г)—форма по
верхности основания штампа. При (г, —г) -ро напряжения исчезают

г = - Н: □’*)«=  оС2). зд<‘> = К’<2>, «<’> =

О 
п’(2М4-Л)М՜1 

0

Требуется определить перемещение штампа и распределение нормаль
ных напряжений под штампом:

°г’ = — <?(Н; (2 = 0; г^а)
Задача 1 сводится к интегральному уравнению вида
I о
^?{<)| Л(к)|м|_1со$///^м«/; = ^60?('1С՜). =

-1 <7
(1.6)

/(,?)=/( х«՜’); б(у) = 2М(у)|Л(у)4- М(у)]| А(у)4֊2М(у)|՜1; 6о = 0(О)
Интегральное уравнение для задачи 2 имеет вид:

1
| -(?)?«/? I 'ун=-.).е0Цг), г<1

Г о
(1.7)

Здесь >. = ///«, Н—толщина слоя, а—полуширина (задача I) или 
радиус (задача 2) штампа, ^(г) = т(гй“։), Ь(г) ■=֊Цга 1).

Выражение для /,(«) получаем из уравнений равновесия, исполь
зовав преобразование Фурье для задачи I (соответственно Ханке ля, 
для задачи 2, г—у)

| д^и)а^(и)-, а,(и, у)=(л|’>(/г), ар (и), ар(и), ар (и))

/=1, 2

Векторы («, у), (* ’=!, 2) находятся численно из следующих задач 
Коши при фиксированном и:

йа^ду = Ао7—|«|яь —7/<у<0, /=1.2

1. й։(п, у) = (1, и, 1, и)\ (у = — Н)

2. а^а, у) = Iиу, и, + ду, и ЛЛ/4 «У֊Г 1))
\ А֊{-л1 \ л֊рм //

(У=~7/)
0

—«М'М-» 
о

1
- М'М-։ 

0

о
֊й(М + А)М’։

1
н\'(2М.4-.\)-։ /т(М-}-Л)(2Мл-Л)"։ «М(2М-гЛ)-1(2М/4 А')(2М X)՜1
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Функции г/։(//) и d.(ii) определяются из линейной алгебраической 
системы уравнений

| ар 4-нар | -rd։| «р 4- иа$ | = О

</։|- \ааун֊(Л ; 2М)ар} - </,{—Лиа\”+(Л+2.М)ар}-Оо«; (у-=0)

Трансформанты ядер /.(«) обладают следующими свойствами |4|:
/.(н)-Я ВДфО(н։), (и -0); Л = lint 0(0)0'»(у) (1.8)

у-*
1 .(14 14-£)|нГ‘4-О(«՜’). (н—оо); В, D—const (1.9)

при условиях:
inlnG(y) с,>0; max 0(у) Г<ео; linifc(y) const (1-10)
у(-(0.—*■)  КчЯ-М ' у—-■х

Для многослойны՝ сред свойства функций податливости, аналогич
ные (1.8). отмечены и работе [15] Свойства (1.8) означают, что зна
чение /ДО) в;- зависит от тою. каким образом изменяются модули уп
ругости п слое от у 0 до у=—Н, а определяется только их шаче- 
ннями при у О и у //. Графически -то будет выглядеть так, что 
если множество кривых, описывающее некоторые законы измененвя 
Ч у ) с глубиной, имеют одинаковые значения на поверхности полу
пространства в на глубине Н, то графики соответствующих трансфор
мант 1(a) задач 1 и 2 будут выходить из одной общей точки /.(()) = 
= 0(0)8՜*  (-Н) в сходиться в одну точку £(оо)«1.

Замечание 1.1 В случае, если рассматривать не неоднородную по
луплоскость (полупространство!, а полосу (слой), лежащую на жест
ком основании, то в этом случае Д(0)=0. Этим свойством обладают и 
все типы оснований, для которых 6(—/7) = =с, (// — ©о). В данной 
работе не будут затрагиваться методы решения таких задач. Далее 
будут строиться методы решения классов интегральных уравнений, для 
которых имеют место свойства (1.8). (’.9). причем Д#=О. К таким 
уравнениям приводят контактные зздачл как для непрерывно-неодно
родного. так и многослойного полупространства (полуплоскости), при
чем законы изменения коэффициентов Ляме удовлетворяют условиям 
(1.10).

Замечание 1.2. Условия (1 10) являются также достаточными для 
того, чтобы можно было применить схему численного построения /-(«), 
основанную на том. что, хотя бы начиная с достаточна больших зна
чений глубины //. можно построить точное пли асимптотическое [14, 
lii, 17] общее решение обыкновенных дифференциальных уравнений, 
к которым приводят уравнения равновесия и результате применения к 
ним преобразования Фурье (задача I) пли Хайкел я (задача 2).

2. Некоторые аппроксимации L(u).
Обозначим:

I z _ Л1
Mw)“!^ ; v ^(ехр(—ху|ц|) ехр( -*/|и|)):  /..”(")■ v <М«1(«’-1 Я?)“1*_՝ • * к I
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Ал(«) = П(«ЧЛ;)(и’4 я;г։; (й-ад(Л-Л*ИО; (/-4) (2 2)
/-!

Имеем при «-0
1.1. ~ । л _

/.0(и)= 1-|- V 2 И 4- ֊֊ V ЬО(|«’|) (2.3)
/=։ /=1 2 /=-1

/^(«)- V ^•|//|4-О(|«|а); £л.(м) -П А^ + О(и') (2.4)
*=1 1=х1

при и—СО
4/«) = 14-0(ехр (—х/г)), х =т!п(Рех/); /=1, 2» ...» £ (2.5)

А?(= V гл|«Г։4-0(|«Г’); 4л(«)-=14-0(«֊’) (2.6)
/- I

Рассмотрим следующие выражения:

А։(я) = /.0(М)4-^(«); £,(«)-Лу(«)4֊4;м(«) (2.7)

Покажем, что выражениями вида (2.7) можно аппроксимировать Ци) 
со свойствами (1.8), (1.9). Для этого используем лемму [18, 191,

Лемма 2.1. Пусть четная, вещественная, непрерывная на всей 
вещественной оси функции ?(«) обращается в нуль на бесконечности 
Тогда она допускает приближение в С(- 6о, сю) рядами из функций 
вида ?*(«)  = («’ -/Т-)՜1.

Выберем постоянные Ь( (у 1, . . Л), А։. В,1.. . ., /V) в.
(2.3), 62.4) так, чтобы

с л:
14֊ А п А]В?=А (2.8)

/-г- /=■։
Рассмотри м ф у н к ц и и

/.!(«)-[£(«) Ао(«)1М՜1; 4;(ц)=[£(й)-Ллг(«)11«Г։ (2.9)

На основании свойств (1.8), (1.9) и (2.3). (2.4), (2.5), (2.6) и условий 
(2.9) следует, что 4](а) и />’(//) удовлетворяют условиям леммы 2.1. 
Это означает, что справедливо представление

/.](п)= V о(/г~/;•)->; Щн)-- У М«Ч^)՜* (2.Ю)
А=1 Л=1

то есть имеет место
Теорема 2.1. При условии, что трансформанта ядра интегрального 

уравнения Л(и) обладает свойствами П.8). (1.9), она допускает ал 
проксимацию выражениями вида (2.7)

3. Асимптотические решения задачи I.
а) Метод больших /. (Х>2).

Используя [20], на основании (1.9) видим, что ядро уравнения (1.6)
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/.(«)«֊1cos и (dir. Ци) I-h 2-i-ty? 34-O(« ’), («—oo)

; — X (3.1)

с точностью до бесконечной постоянной имеет следующую структуру:

k(t) -In U|-Pa։ol/|֊<z1/2ln;/| |-rt21|/|’- |-O(/։ln|H) (3.2)

Здесь cv cv ^—постоянные, 6’и^ ~ct> ачх
2 ~ 12

— c24֊֊֊ \ |w։— uL(ii)-CiH c2(l —e-w)|« 'du 
4 2 .1

о
Для ядра вида (3/2) в [20] доказано, что при >->2 решение имеет вид

?(r) (1 -xa)-։,‘V V <.>m„(x)r*ln n>
т 0 г.-О

(3.3)

Функции ։’>Лгл(А'). выраженные через коэ4?фиииенты а(!. приведены в 
[20]. Таким образом, из (3.3) видно, что для больших X в общем слу
чае неоднородности основания асимптотическое решение представимо 
рядом по степеням X՜1 и 1п/ в отличие от многослойного основания, 
где решение имеет вид ряда по степеням л՜2 |6|.
б) Метод функционального параметра ('^1).

Рассмотрим уравнение (1.6) с /.(«) А։(«) из (2.7). Дифферен
цируя обе части (1.6) по л. получим

Iр I I L f / т Л1 '|
?(0 xz-ч — V Ь, 4- —2 7֊ Z С*СХР (-1'ИА) Sign/ d\ -

J I 2/֊^՜։ 1 5 z7 t' r'^ 2'- *=<i I-I
= 2-0/'(jc), |x]<l (3.4)

Введем параметр - = /0,25Xs I —0,5X.
Для построения решения оказываются полезными разложения:

—2—= V гп V (//~1~^)!(~Р՛--------- 4 air-2i (3.5)

/2։=5, (72 = 2s—s’; fla = S5 —4s’-֊3s, . . .»
ÎÎ M / Isl \ и- V ^exp)-1- /Л )slgns = V 

2X <.=։ \ X /
/■^*Sign  (S)-֊4 r.cj)kszz 4

+ (4 \lgn(s)s*  - w,:n„s ( 1 + ֊֊ ^\‘+О(->)

Решение (3.4) ищем в виде

¥(Ç) = 2 (3.6)
1-0

18



Подставляя (3.51. (3.6) и (3.4) и приравнивая коэффициенты при оди
наковых степенях т, получим рекуррентную последовательность урав
нений, из которых определяются ?<($)» (« —I, 2. . . . ).
Этот метод для ряда задач гидродинамики позволил получить решение 
для всего диапазона значении характерного геометрического парамет
ра. Для рассматриваемых интегральных уравнений и связи с более 
сложной структурой ядра такого результата добиться нс удается, хотя 
диапазон применимости этого метода несколько шире, чем метода 
«больших Использование аналитической аппроксимации трансфор
манты ядра вида (2.7) позволяет использовать метод для произволь
ного закона неоднородности вида (1.1), когда трансформанта ядра 
Д(«) строится численно.

Для контроля точности асимптотических формул может быть ис
пользован метод ортогональных полиномов или метод коллокации по 
чебышевским узлам. Метод коллокации по чебышевским узлам (/^=1) 
[22. 23] удобно применять к уравнению (1.6), преобразованному к 
виду (3.1). Реализация метода производится аналогично [22] Пред
ставление ядра интегрального уравнения в виде (3.4) позволяет зна
чительно уменьшить время решения задачи на ЭВМ. так как на осно
вании теоремы 2.1 можно показать, что величина Ц/)<Л>

/.(«)- 1 -i- V £,(ехр( -хф/1) ехр(—х;|«|)) |- 
- ;=։

с*|«| sinn/ .------ du

при надлежащем выборе коэффициентов аппроксимации в выражении 
(2.7), где з0֊ наперед заданная малая величина и ею можно прене
бречь.
в) Двухстороннее асимптотическое решение задачи 1 при малых и 
больших значениях /. (/•—>0, /.֊ оо).

В работе [24] доказаны существование и единственность решения 
интегрального уравнения задачи 1 при Ци) вида (2.2). Представим 
правую часть, уравнения (1.6) в виде ряда Фурье (не нарушая общно
сти. считаем /(л*)-  четная функция), имеем

А/ (*)  = — + У «к cos kzx 
2 *-։

Используя метод работы [25], полечим выражение для напряжений 
[24]

i(x) = Pr-'(\֊x։) ол V С,ф(Д,-«։ X) -v akkrd.x\kr^F(kr., X)
/=| *».֊=։

Здесь введены обозначения

Ф(АЛ)=_2Шг+л J Ä»—x)~/1(.4)sh^(a—л:) d:i
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РН V) _ -А(0 _1_ 1 (' Л(/) 81п/(«-.у) (1г
/Т=Т8 ‘ 3 /1—а*

Постоянные С1 определяются из системы линейных алгебраических 
уравнений

V С։$(—; — \ + РК0(— V — ) Г V г( т-- И*\  = 0 (3.7) 
Гл \л >. I \ '• /\В*  / Г\^.\‘(тг.) \ /. /

*=1, 2, . . ., Л՛’
5(Д;В) [Л/0(Л)/<1(В)֊ЬВ/1(Л)/<0(5)](Л* —52)~։

£(ю: /?)= |т./0(/л)/<1(/?)+Л(/л)^<0(^)1^а
Очевидно, система (3.7) разрешима, если Л/, В/ (/-1, 2, .... /V) 
удовлетворяют условиям (2.2).

В общем случае £(н) вида (2.7) решение уравнения (1.6) строится 
методом последовательных приближении. Перепишем уравнение (1.6) 
через операторы в виде

ПЛ.<НЬл>=/ (3-8)

Ниже интегральный оператор, соответствующий функции /.(и), пря
на длежашей классу Л, будем также обозначать՛ через Ль 5/. В (3.8 
оператор Пд соответствует в уравнении (1.6) функции Ци) вида 
(2.2), а ^.•.|֊£(«| вида 1У(и) в (2.1). Не нарушая общности, полагаем 
/V/ = 1, имеем

Представим Vo в виде ряда

Х։?= — со+ X Ск cos ^ял* 
2 л- ։

Коэффициенты С*  находятся по формулам
1 i

т—( l)* u|expf-—'j ( ?(s.)ch —W- 1 ( ?(5)cos£-«tt
Irt~՝ (k?)2 \ л /л J

u о
£=0. 1, 2. . . . (3.11)

Используя (3.11). получим следующие оценки:

max |2,(?)/Г^5|« У >.֊.0 (■).<>’) (3.12)

max Е£.(?)/Т^лЧ; v X-W, /.֊»о© (/>}.«) (3.13)
Х€(֊М) ՛ £Го 

где постоянные М*  и Л1° не зависят от /. Из (3.12) и (3.13) следует, 
что /. можно выбирать таким образом, что оператор ПЛ-‘^.-и будет 
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оператором сжатия |26j. На основании этого, применяя к уравнению
(3.14)

принцип Банаха сжатых отображений, .можно получить доказательство 
существования и единственности решения уравнения (3.8) [24] при 
0<л<3? и где >.*  и некоторые фиксированные значения.

Лемма 3.1 [2.7] Г1усть/(х) непрерывная периодическая функция, 
обладающая абсолютно интегрируемой производной (которая может и не 
существовать в отдельных точках). Тогда ряд Фурье для /'(х) может 
быть получен из ряда Фурье функции f(x) почленным дифференциро
ванием.

Применим лемму 3.1 к выражениям (3.9), (3.10), имеем
I

— v c^slnkr.x — ?(։) exp— ]«—xQsign|;—(3 15) 
-л

Исполь.уя неравенство Бесселя, получим из (3.15) оценку
I 1

v [ф(5)ехр (֊ уу slg„ |;—х| ) 7^֊ (3.16)

-Л -1

где с*  нс зависит от X. Данная оценка представляет интерес при 
больших л.

Замечание 3.1. При численной реализации значительного расшире
ния диапазона применимости изложенного метода ио /. можно добиться 
путем улучшения приближения /.(и) за счет функций вида (2.2).

Данный метод показал себя наиболее эффективным из всех рас
смотренных выше.

7 Асимптот иче.ские решения задачи 2.
а) Единственность решения задачи 2.
Лемма 4. Если функции /.(и) являются трансформантами ядер 

интегральных уравнений задачи 2. то для всех£ (0, ©о) имеют мес
то неравенства

0<J։ mln б(г)0 ’(—/7)<Z(w)^max 0(z)G“‘(—//)• t։t<oo (4.1) 
*6(0.-//) *6(0.֊//)

Справедливость леммы 4.1 нетрудно установить, используя для рас
сматриваемых задач соотношения (1.1G).

Теорема ■!.! Если имеют место условия леммы 4.1, то nip ( 1.1) 
(2>^>|) интегральные уравнения, соответствующие задаче 2. не мо
гут иметь более одного решения.

Доказательство следует непосредственно из результатов работ 
[28,29].
6) Асимптотическое решение при большие значениях (Xs>2). Ис
пользуя соотношения

1 «
У(а)= (т(р) 70(яр) о//։о; '(г)= i 7(a)./0(x-)3rfa (4.2)

и
21



■(1.7) можно переписать в 'виде парного уравнений

(7՝(7)А(>.7)У0(7Г)^ = 601(г). (г^1); Т(7)У0(7г)= 0. (г>1) (4.3)
о о

С помощью операторов

'«>
О г

представим (4.3) в виде
т» сх
Г(7)^()7)со57^7 = ^(/); (^1); С Тц)соз\1 0, (/>!): £(/)-%(- •’1 о (г) 

о' о
(4.5) 

Преобразуя (4.5) аналогично [30], получим следующее уравнение от
носительно вспомогательной функции <р(/):

1

и<1 (4.6)
-1 

I л
’(/•)=--^-г I 4==; ^(уЛ Н 1֊Л(«)|со?«у</«; у- —- (4.7)

~(1г -у-.’—г- J >.
г о

Выясним структуру ядра /-Чу). Из (1.8), (1.9) имеем

.И(7)=/ (7)֊1 =(Л-1) 4֊ ^֊4-С-/+О(֊(3). (7-0) (4.8)
/И(7) (/(7)֊1)= />ГЧ*ГЧЛ- Д֊1 0(7 ‘), (7 >оо) (4.9)

Па основании свойств (4.8), (4.9). используя [20]. для Р(у) получим 
след у ющее а си м я то т и ч ее ко с п р еде та в л ей и е:

Р(у)--֊£Му|4-֊|у!֊-<Ъо ~ ֊֊ У’։п1уН-«мУ’ (4.10) 
4М *-•

[• т-ни-рц֊^) _ ±г
30 ] и 3 4 2 ՝

о о
-и2(/.(и)- 1) )-£«+./(1-е-"М— 

и

Отсюда вытекает, что решение уравнения (4.6) следует искать в виде

ф.-ял(0>“л’1пял
т— 0 л=0

(4.П)

Подставляя (4.10), (4.11) 8 (4.6) и приравнивая члены при одинако
вых степенях а՜1 и 1п' в правой и левой частях (4.6). получим рекур
рентные соотношения для нахождения ?««(/), пз которых определи- 
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ется выражение для контактных напряжений, так под плоским штам
пом (•|>(г)=0, Ь (1, 5)):

,(г) = ֊ДЦ1 1_2-2'ЛГ ?Й4± + 1^[8^» + 2^(2|п2_1)11.|.

• g2-k--’(«.sinaсИЛ/"։-|-Лл՜1 cos«sh/‘V. ’)(/?—.4’/. -)՞1

2^2 Л2_ОТп>.у֊ Л(г). о ._, \
' л [\я. А>ДЙ1(2й-1) /1

= /,(г)=—е+2з1—зЧ-‘\ /։(г)=4-(’+— 4՜/’-: -Л— Л՜1
3 5 2 2

1 44*4-  yxz54-2s2f34-4.s3/ s‘H, . . . / = (1 г8)*' 2, s = r։

Связь перемещения с приложенной силой имеет вид

Р=4а Go6 2D\n'f. с
1------- :—гт

4/Л.’* Ink „ --------- — 0(л—) : с '*=-(2ln2-l)-^5
к

Для построения решения задачи 2 также может быть использован ме
тод ортогональных многочленов. Решение задачи в этом случае отыс
кивается в виде двойного ряда по четным полиномам Лежандра.
в) Двухстороннее асимптотическое решение задачи 2 при малых и 
больших значениях / (>.֊0.  >. ՝оо).*

Пусть Ци) имеет вид

£('•.') = (г4-Д’/-2) 2) 1 (4.12)
Тогда, учитывая, что при е-*0,  У0(гг) —1, уравнение (4.5) и я случая 
соответствующего плоскому штампу, можно переписать:

о
--֊——cos-г/«/; Oleose/, (0<7<1); I'Л(7)со$7^7=0. (*>1 )
7Ч^.֊8 J

о

Введем обозначение
(4.13)

/;(/) = .’.OS (4.14)
о

Из (4.14) с учетом четности р(х) получим:

pix) -c։ch.*V."hv  гС։(^2/•’2 г2)(.42|‘՜2 I s2) coss7, c։ -0Q'>
Используя (4.15), (4.13) можно записать:

(4.15)

rtC0S7W7=ctcli — 3-f. ֊ i -а
■ —-coss7. (Os^/^1);

о
Обращая преобразование Фурье, получим

Т.(«ЧС։2к-ДЯ8/.-5 -е2)(/1:/ 2 |-e2)'1(w sin a COS^

74cos7^t- 0,(Г>1) 
'

ssinecos«)("2 s2) 1

23



Постоянная с, определяется из условия, что т,{и) должно удовлетво
рять исходному уравнению (4 13)

с,(В>. ’сЬДА֊’-1-Л)֊։§ЬЛл֊։)(в>л ’--Л2/.՜2)՜1
; С1(5>."։СО86—а$1П8)(А։>- 2-Н’)-։ = 0

Формулу для напряжений преобразуем к Солее удобному виду. Исполь
зуя равенство Парсеваля, получим

COSS

V i՜2

м(Г) = 
I

Sln/sgtt c, ch/U՜’ sh/V 'tdt

-(г) ֊ Нт ^(г)«2в0о с֊>0
ch/V~։ shzV-։/<//1 d

и с0- Нт — г-о q
Связь между приложенной силой и осадкой штампа имеет следующий 
вид:

Р^4ка60|/ ։(0)-|Г(И ։/.511ДХ֊։|о
Определение 4.1. Будем говорить, что абсолютно интегрируемая на 

отрезке [0,1] функция /(х) удовлетворяет условию /Ио, если имеет 
место разложение Фурье-Бесселя

/(Л')= V V |d„uk| < Л1?( -1.1 )<oo (1.16)

где Л1^(—1, 1) некоторая постоянная, р*.  (4 -.1.2,... ) нули функ
ции /0(л*).  При Ци) вида (2.2) для правой части уравнения (1.7)

3(г> о(Н֊/(г)); (0<г£^1)
где /(г) удовлетворяет условию Л10։ выражение для распределения 
контактных напряжений имеет вид

-к(Г)=^Ь-|(0)
V \-r2

/>/£'։('P/)<?(r; h;) |

i(r; A)=-==
CshAidt . . cos г-------■; c?(r, e) = ■ r-----

(4.17)։
f s\x\tzdt 
J/Z’-r2

Постоянные G определяются из системы линейных 
уравнений

алгебраических

.V
V С,а 0, *~1.2 ........ А
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а(/Л Л) = (5сЬЛ-Л5М)(В2֊֊Д2Г։; 3(/?; Д) = 
^(5со8Д-Д$1пД)£л.։(М)(Ва 'Л4Т։ и.18)

Система (4.18) однозначно разрешима, если Д.; Ви удовлетворяют 
условиям (2.2). В данном случае связь между приложенной силой и 
осадкой штампа имеет вид

Р=4"О%|/. ’(0)4֊^ ։л$11Д;/-։֊т-V /?/£Л|(/.р/)^718й1р/|о
Г«! /=1

В общем случае, когда £(«) имеет вид (2.7). решение уравнения (1.7) 
строится методом последовательных приближений.

Реализуется он так же. как и в задаче 1. при этом оператор, соответ
ствующий в (3.8). имеет вид (Л4 = 1):

։
г).՜՜1?

Т2 /^-2 •/о(7'-)А(Т^)^7 «?>- а*./ 0(”.ьг)
А 1

Коэффициенты <-Ч находятся по следующим формулам:

2сг֊1
7;(:ч)(и֊^73’л *)

I 1

\ -(р)1ЦХя**И'  "11*4( ’.1*Жг^  '(р).Ч( у У?

о
(4.19)

Используя (4.19), получим следующие оценки:

шах |£,(--)/Т=гг|.сс V Меир, . .и (/.<>,*)  (-1.20)
/е<-ьи Г-։

шах )х՝д )}՛' I—г’|<с 2\ Чп/.И0. (У>'°) (4.21)
Г (•(֊։.։> Гл

где постоянные Л4:: в ЛР не зависят от
(4.20). (4.21) следует, что/ можно выбирать таким образом, что 

оператор Пд.'^.ч будет оператором сжатия [26]. Применяя к уравнению 
вида (3.11) принцип Банаха сжатых отображений, можно получить до
казательство существования и единственности решения уравнения (1.7) 
]24] при 0<?.<>*  и )7>к°, где X*  и Х°- некоторые фиксированные зна
чения.

5. В качестве примера рассмотрим задачу 2 в случае, когда мо
дуль Юнга Е(х) меняется по закону

£(г) = 2:0/(г), ^(0.-1), £(г) = £'0(-1). ^(-П-оо)
/(х) = 1,1 ֊(֊510 0,552-, х=1

при постоянном коэффициенте Пуассона (•/ -1/3),. Напоминаем, что 
коэффициенты .'1яме А и М связаны с модулем Юнга £’ и коэффи
циентом Пуассона ՝* соотношениями |31|.

Л = £-/(1Н֊>)-։ (1-2>)-г; М-0,5£'(1 (֊>)-’
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11а фиг. 1 приведен график £.<(«) при 5= 1 (кривая 1). Кривая 
I соответствует разности между точным и аппроксимирующим зна
чением трансформанты вида (2.2). На фиг. 2 приведены графики ве
личины Л(г)«--в„(г) «7։(г), характеризующей распределение контакт
ных нормальных напряжений под штампом с плоским основанием на 
неоднородном основании з„(г) по сравнению с однородным з0(г) при 
различных значениях з0(г)—распределение контактных напряжений 
под штампом для однородного полупространства ври Е' = Е'0(1)). Зна
чения =и(г) найдены двухсторонним асимптотическим методом при $ 1.

(111Տ ԽՈՐՈԻԹՅԱՆ 11.Ն2Ա1րւ1.111։Դ 1|Ի11Ա.ՏԱՐԱԵՈԻՐ-ՅԱՆ ԵՎ «ւԻ111ԱԱՐՐ-ՈԻՒՅԱՆ 
2ԱԱ11.Ր Ս.ՈԱՉԴԱ.1|1ԼՆ11հք)--յ|1.Ն ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻԱՍԻ1ր<Ո$11ՏԻ1| 1.ՈԻՍՈԻԱՆԵՐ

II. 1Г. Ա?>9.1Պ11Վ1'!». Վ. 1Г. 11.ԼԵ₽11 անդրովԱ մ փ ո փ и ւ մ
Ուսու մնասիրվում է կ{ււր դրոշմի տակ կոնտակտային լարումների բաշխ

ման և նրա Հատվածրի վրա 'Ւ՚^ք-Ւ անհամասեոռւթյան ադդե բութ յունր, որոշ
ված են անհամասեո ’իմրի վրա շերտային դրոշմի տակ կոնտակտային լա
րումները: Դրված խնդիրների լուծումը կառուցված ե ւսսիմպտոտիկ մեթոդ
ներով։ Մասնավորապես, ամ են աէֆեկտիվը դրսևորել Լ իրեն երկկողմ անի 
ասիմսլսւոտիկ մեթոդը, որը թույլ Լ տալիս ստանալ այդ խնդիրների /ուծում- 
ներր բնութադրող երկրաչափական պարամետրի ինչպես մեծ, այնպես 1;լ փո- 
ըր ր ար ։ք ե ք ն ե րի հա մ ար ։
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ASYMPTOTIC SOLUTIONS OF CONTACT PROBLEMS OF THE 
THEORY OF ELASTICITY FOR NONHOMOGEN EOUS WITH DEPTH 

HALF-SPACE AND HALF-PLANE

S. M. AYZ1KOVITCH, V. M. ALEKSANDROV

S u m m a r y

The Influence of inhomogeneity of the soil base on the distribution 
of contact stresses under the circular plate and its displacements has 
been studied and the contact stresses under the strip plate on the non- 
homogeneous foundation have been determined. Solutions of the posed 
problems are obtained by asymptotic methods. In particular the two-si
ded asymptotic method is the most effective. It allows us to obtain the 
solutions of these problems tor big and small values of the characteristic 
geometric parameter.

The problems arc posed in connection with the problem of the 
evaluation of foundations on chemically stabilized fil’.-up and slumping 
soils (rigid circular plate, strip foundation).
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