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Исследованию напряженного состояния бесконечных клиновидных 
областей посвящены работы [1 -II] и др.

Методом «кусочно-однородных» решений Б. М. Нуллер рассмотрел 
задачу для составных М-образных областей, имеющих три угловые 
точки, когда линия контакта имеет определенное направление. Анало
гичные задачи для составных тел. когда исследуемое тело имеет две 
или три угловые точки с раствором Л-/2 (Л— 1, 2. 3). рассматривались 
» работах [8, 4] и др.

В работах [1,2, 7] приводятся решения задач для составных кли
новидных областей, имеющих две (внутренние или внешние) угловые 
точки с произвольным раствором углов, причем линия раздела различ
ных материалов проходи! через вершины углов под произвольным на
правлением Все эти задачи решались методом, предложенным в [2] 
сущность которого состоит в следующем՜ вводятся две системы поляр
ных координат с центрами, совпадающими, соответственно, с угловыми 
точками. Применяя принцип «обобщенной» суперпозиции и точно удов
летворяя условиям контакта двух материалов, задача сводится к реше
нию регулярных интегральных уравнений, а затем—к бесконечным 
системам алгебраических уравнений. Используемый метод позволяет 
получить искомые напряжения около угловых точек с выделенными 
характерными особенностями.

1°. В данной работе приводится решение задачи теории упругости 
для симметрично собранной плоскости, ослабленной многоугольным от- 

Фиг. 1 фиг. 'Հ
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перстнем (фиг. 1). Отверстие имеет п (/1=1, 2. ...) осей симметрии и 
4л сторон, которые попарно равны между собой. В силу симметрии 
задачу будем решать только для заштрихованной /И-образной части 
составной области (фиг. 2), удовлетвори*. при этом условиям симмет
рии па лучах О։А и О4Я:

•<,\>=0. 1’^ = 0. (Ы’Л) (1.1)

Пусть модуль Юнга и коэффициент Пуассона для первого ма
териала будут а для второго- Л,. Принимается, что по лу
чу О,С материалы сцеплены друг с другом

С(1) ;С!_ ..И . / Г I I

На отрезках 0,0, и О։Оа заданы напряжения в виде интегри
руемых функций

/•>• -«‘Л /*«• (А-1.2) (1.3)

1-я:. известно |8|. р.'с< иагрльлек .|р щдача сводите։։ к определе
нию бигармоннческой внутри о ласти Функ: : н /•', удовлетворяющей 
условиям (1.1) (1.3)

Введем четыре системы полярных координат (г։, $и), (г,, <р։։). 
(/■<.. ?м). (6. ?з*) с центрами с .ответственно в точках Ог. Оа, 0„ О 
(фиг. 2).

Решение поставленной задачи ищем в виде

F = F\ внутри первого материала
Л. внутри второго материала

Каждую из функций /•* (Л=1, 2) представим в unie суммы 
двух интегралов Меллнна

/՝>= У ?«* )= ~т У \ Фл4*. ?«м)г’п՜ ds 
n=h 2**i а₽-4 .

?н=՝?п- Тп=?м֊*» ?» = ?»-“• = (1-5)

(Здесь и в дальнейшем первый индекс указывает вершину угла, 
внутри которой функция бнгармоннчна, а второй индекс указы
вает материал).

Ал—прямые, параллельные мнимой оси комплексной плоскости s 

(s-cn4-/y, —o^<y<;-t-oo, е— 1<Сл<0, ։>0)

Функции ФЯй удовлетворяют уравнении?

4>lv(s, ?)4-2(5*Ч-1 )Ф"-| (v—1)’Ф = О (1.6)

следовательно, их можно представить в виде

Фл4*. ?л*)=.4па(5)СО5(5—1)Гя* sin(v— 1)7.*-f-C* cos(s-t 1 )<рли ф

н DflkSin ($4- 1)?Д4 (1-7)
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Из фиг. 2 следует, что углы изменяются в пределах: для 
первого материала 0<?п<9п, 52։<<рп —я--•?„<(): для второго мате
риала * = ?и=с0. О«С?32^032 и имеют место неравенства

0П-Ь®з։^2т:« 532—(1.8)

2°. Требуем, чтобы функции Г1։ и Л1а на отрезках и О2ОЛ 
соответственно удовлетворяли условиям (1.3), а функции Л21 и Л22 
на этих же отрезках удовлетворяли условиям свободного края, ана
логичным однородным условиям. В дальнейшем целесообразно вмес
то неизвестных функций, входящих в (1.7), вводить новые неизвест
ные Аф, УгЛ (р=1, 3; п, й = 1, 2)

4՜ фА/,2 I П 7//2^>р)

— (1'^гркХр1 ?р^1>2 ՛ 4- /ръ$ р)

;С'>лЛа — р( Аф1՛ и 4- А՛ 2А) 12 -|- Сф) ։1 4- /ф) ։2)

=а1(Л7мГп 4- ЛфГ։։ 4- /фГ։։ । (&у„)

1)^4֊(* + 1)ад=4Л*(О

Ц* 1)(А*4֊ад = ^Л։($)

(։-1)Вг,+(։+1)£>г»=0, Лг»4֊С2»=0. (л = 1, 2; р* П’ (2.1)

При этом граничные условия {1.3) удовлетворяются тождественно 
Здесь введены следующие обозначения:

£‘«А7*(:)- ± (֊ 1И^Ф«֊

/Згп.\’ ֊(;) -( - 1)’”(£т^*4 ^т<^С.'п֊ А\:§-(т)

^/•//?А(:) = (֊1)"' ։|£2(^-»֊ЙС) ^7±Д.Г/]

=±( I ^:^т-^с2±«)-֊^՝Йд՜-1
г<п>)= | 2(81п2;9р), 31п20Р)>)

С^(:, 0м)= 4[81пг(;5рь-г./4Т”'4)--Б1п20гн]

а±0, $) = (! Т?)[со5 (?—1)5—со$(с4-1)^|

5)^(1±’)81н(;-1)04-(1 4 5)51п(В-1)9

«*(?, 5) = (1 РФ’■:4-4со8(;-Р 1)5

?*(:, 9) = (14֊>)3±-4з1п(։-1)5

С5(5, 6гл) = 81п2с9.-*±и։п2б2*

Д*(£’ ®2>) = 51П*:0п — С*81Пгб2*

7а(5, М-=(14-^)։Ф -4(1^ь)51п%+4

6г(’. 02*) = (1-т- 'к)Ф -2(51п8;0л±?51п,02*)
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a_ld2L_l±\ |^P’*=n 
£, Ъ V 13. «=2 2

V*) - 4C;fc(:, 9,»)

Aa(B)-4{^։£,,(«A,i։4-4(A։sin’'G„/£։֊i>$in4G„/£,)|+

4-4(f։A։/£t4-£tAt/^)-8|cos(9„-9M)blnWnsln:G„-

-£cos(0„-9M) sin 0„ sin 6„|}

Функции /рй(О определяются no формулам
«а

7₽k(0-«;՝J Mr^^drp 

о

Удовлетворяя условиям симметрии (I I) и условиям контакта (1.2), 
после ряда преобразований для определения новых неизвестных функ 
цнй получим следующие сингулярные интегральные уравнения:

(2.2։

(2.3)

(2-4)

д,
r..(s) +j|X„Xj'<*»+X„KS'<4 ‘«(Л + рЛ-։,КК‘՛• -W’""'|rf'= 

h I.

/(D-U 1(2) = 5; p--=l, 3; n. k=>L 2; от« { l’ 1 \
I 2. р-з/

(2.5)

Ядра интегральных уравнении имеют вид

5)АЙ(*.0(-)'. 0-18) (2.6)
\Д։ /

(п. й=1, 2; <7 принимает значение 1. 2 или 3 соответственно линии
Л։. А, или /., интегрирования).

Здесь В(х,;)—бета-функция, а функции «у определяются по 
формулам

W(5. =

«li։=(֊i)*|^(3;/^+3;J;j4-xHe^aCos(s+i)։2>-3;wsin(s+1)«2<1)| 

Л(*+2)«(—1)*|£։։(з7\։Д4'^*3;>)та/(<ьсоз(з4-1)*?м ₽^sln(f • I)s20|

Л1*'Н)в(-“0*+1|Ь(»лЗ;»-ад*) t-M’r\s։n(s --l)«2»-r?;fccos(54֊IH..A)|

(-l)։+։j£b(x7fc3;t-&a;j-֊«а(«Д51п(.< t l)k4-+-^Mcos(.s-r l)e.k)|
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^2Л “ 2* 2*' ~ $2*+%։» 2*

ЩЩ - №М>

“ <1 -Н*)ЛЙ-М151п(л՝ -г 1 )ем—С08(&'-|-1 )ем | 

Л^ = ( 1-Нк)*£Н ф(п(8 } 1)8р>—СО5(.^4-1)ерл| 

ЛЙ= (* +7л)^2? +4|51п($4- 1 )Ерй — со$($4-1 )ер>] 

= (1 -Н*Н{+4[51п(.у-|- 1 )8р*—со։(^+1 )ви] 

£*» = (! лл=4£,/£>

е»։=бл։֊(֊1)*-Ч 8т2 = е«2-(֊1

(Л=1, 2; т=2, 3; /-=1-4) (2.7)

Свободные члены системы (2.5) выряжаются через функции (2.2) 
и (2.4) следующим образом:

Л.»(։)= ֊ [| ЛЛО^, 0+7,,^^ - У(2-8)

Здесь

0 “ Й(о1~/Л 11^5)(тУ • (у=14՜8' *՜1’ 2)

/Й+5> - ( 1)‘ (^+4»с;). /!? - ֊ £/?<’ (г-9»

1й> -(-։>'| £*(Ч^;, 7‘Л՝;,> /08(5+1)г2* +-с;8։п(.«+1 к») |

/Я 2) = (-1)*1^(а;кС; • ?;>8;ХМС/О5(л4-1)«.> -57,8։п(х-Ь1М2к)| 

/ Й+*)=(-1 )Ч ^(З.ч^-г ($;ап(8 -ь I )8.Л-с;со8(я-1 )^х) |

/ ?7 6> = ( - 0*1 ^(^Л7“а2к5/0 -«^(С;8|П(8± 1 )е2л+$;СО5(8+1 )62й) 1 

В формулах (2.7) и (2.9) первые множители зависят только от 
аргументов (х, е), а вторые—от (5, б). Если аргумент в одном мно
жителе задан в явном виде, то второй множитель зависит только от 
($,е).

Систему уравнений (2.5) путем исключения неизвестных /д* 
(л.Л-1,2) или неизвестных (р=\,3; к=\, 2). как это сделано в 
работе [1]. можно привести к двум неизвестным регулярным системам 
интегральных уравнений Фредгольма второго рола. Из-за громоздких 
формул и уравнений эти системы здесь не приводятся.

Если неизвестные функции представить в виде рядов Фурье по при
веденным. ортогональным, на линии ЬР, многочленам Чебышева-Эрмита

Х^)^Г(1+5) V Л^/77С), Уп„^) -Г(1 ')< Г<^(с) (2.10)
1/-1-0 <7=0 
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то систему (2.5) можно привести к решению бесконечных систем алгеб
раических уравнений

V |Лйа(.,г,Т+лмт։гй>+лй1>>(.,.1 гй>+л^)-.й>| -о

п»+2 [^и*)^й>+^!а>+2хй)+л1’4»> м =^«.<<?-=0
где (2.Ц)

4ЯА1=(֊1)'+’ Г \г(5֊^+\)Н։(5)Н^)ехр\(з-сУ\1^^^^1

-1- (1—$в)фп(5, ?„) р1п2(9։1—<рп)-$ф;,($, ?п)соз2(021 »„) г^֊։г/х

?и = агс1$ (г^п^Кг^о^-а^), ф г2з1п921 = 0

Определив неизвестные функции А'.,» ։< П;» (р 1, 3; п. А’=1,2).
функции Ар՛................ Орк и До*............ £>2)| будем определять по
формуле (2.1). После чего по формуле (2.13) будут вычислены на
пряжения. Интегралы, входящие в (2.13) • удем вычислять при по
мощи теории вычетов. Например, если на границе тела, вдали от

Рпь.1=(— 1)г 1 / ЛлМ(5)/Л(5)ехр|(5 —с)2{Г-1(14-х)^х

1, п = 1 в /г = 1
2, /г = 2
3, п -1 и /г- 2

1, //=2 и А’=1
2, п » 1 ;
3, п = 2 и /г- 2

/! 1 :-8; / = О. 1 ...

(2.12)

Возможно, что система (2.111 нерегулярна. Но исключением неиз
вестных ^¥рь(У лЛ) и преобразованием системы получим новую вполне 
регулярную систему для определения неизвестных }'я* (Л’рО-

После решения уравнений (2.5) или (2.11) искомые напряжения 
будем вычислять по формулам [8]. Например, приведем выражения 

нормального напряжения о, в точках отрезка О։О։ (г։։=-?г։ — 0: 
/■։-г/-2 = <71) и касательного контактного напряжения действую
щего на луче ()։С

‘У’—~ [ 4(®-։)(^1,+с,1)-г4С111гГ<֊

I,

*֊1)(Л։-1С2։) НС21|г2—
(2.13)

1
2-1 — Ф։։($» ?п)-1-

*1/
5,
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вершины О, действуют сосредоточенные силы или моменты» то все 
полюсы подынтегральных функций (кроме» может быть, точек 5=0» 
±1) будут простыми и поэтому напряжения (2.13) при гп<^з„ (я=|, 2) 
представляются в виде

2
Л։п,3<։>=. V 

л»«1

П п-1

(й«Цд<о։

(2 14)

где коэффициенты Л*Д' (/—1 4) определяются по известным форму
лам простых вычетов и зависят известным образом |8| от углов 
&„*» упругих постоянных и внешней нагрузки. Вторые суммы появ
ляются из-за того, что, как следует из (2.5). все неизвестные функ
ции имеют полюсы в точках /г (Л»1, 2, . . . ). Если, хотя бы, 
одно из соотношений ап[гя<\ {п 1, 2). то вид второй формулы 
(2.14) бу тег меняться.

3°. В качестве численною примера рассмотрена задача о контакте 
двух полуплоскостей из одинаковых материалов (/:'։, *։) и двух сим
метрично расположенных полубескоиечпых полос (£'։. ',) постоянной 
толщины. При лом отверстие в составной плоскости имссл вил: 1) пря
моугольника (фиг. 3). 2) вогнутого симметричного многоугольника 
(фиг. -I); 3) выпуклою симметричного многоугольника (фиг. 5). Внеш
няя нагрузка приложена на берегах отверстия в виде равномерного 
давления интенсивности Р. При вычислениях принято

>։-0,3. .2 0.25. 2, 2</: = </3=2

Фиг Ь
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При вычислениях бесконечные системы (2.14) сначала приведены 
к регулярным пилам, которые затем решены методом последователь
ных приближений. При этом во всех рассмотренных случаях сумма 
модулей коэффициентов при неизвестных не превышает значения 0,33.

В табл. I приводятся значения некоторых первых корней целых 
функций Л։(Е), Д։(5) и АД£).

Таблица I

А» А,

1 1 0.6450
2 2 1.9989 ֊0,3009 7

1 3 3 2,9958-И), 3041 7
4 4 3.9998 0.3239 1
5 5 4.9999 0.3243 1
6 6

2.7396+1.1190

5.9999 | 0,3248 1

0,7454 0,4170 1
2 совпадает 6.84524-1.6816 1,9731 0,2216 7

с первым 10,8856֊ 1.9702 3.1953 1,1062 7
случаем 14.9080 2.1673

18.9225+2.3174
22,9327—2,4388

3,9998 0,3231 7
4.5571 1,2417 7
4,995340,3167 ։

3 совпадает 0,5450 0.8394
с первым 1,6292—0,2 Я 2 1-9735 0,2302 7
случаем 2.9718 0.3739

4.3104 0,4554
5,6471 । 0,5136
6,9829 0,5591

3,0067 0.3006 7
4,0000 0,3244 7
4.9947-; 0,3269 (
5,9988 0,3331 1

В 1зб.| 2 приводятся значения интенсивностей напряжений а, 
около точки ()2 при разных направлениях площадки, на которой дейст
вует с.. При первых пяти шачеииях ? площадка находится в первом 
материале, а при остальных—во втором. В

В табл. 3 приведены значения некоторых первых коэффициентов 
.-Щ. ( п 1« “• 3: /г—I) разложения \2.I4) нормального контактного 
напряжения теист кующего около угловой точки О։.

Таблица 2
Коэффициенты интенсивности контактного напряжения

1 2 3

V о № к?

60- о.озо 60е 0,084 60 0.024
85э 0.125 85 0,248 85 0.087

105 е 0,213 105’ 0.347 105 0.143
130 0.225 130 0.485 130= 0,154
180’ 0.254 180 0.564 180 0.158
80 0.161 90 0.483 30 0.112
45 0,038 60 0,342 20’ 0.094
30 0,013 30° 0.015 10 0,012
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Таблица 3

Коэффициенты разложения (я=1՛ 2« 3; *-0 контактного напряжения -т-

1 2 3

0.254
-0.165 ■ 0,118/ 
֊-0.079-ր0.028/

0.548 0,174/
-0.318 0.109/

0,212- -0.074/

0,158
0,047—0,019/

—0.012—0.009/

Вычислсння показывают, что наибольшая концентрация контакт
ного напряжения для рассмотренных случаен возникает, если от
верстие имеет вид,, указанный на фиг. 4.

Па фиг. 6 приведет.! графики распределения напряжения 
действующего на одной из осей симметрии ()ЛВ. Вычисления показы 
бают. что появление угловой точки сутт ՛исипо отражается на распри 
делении напряжения с. в непосредственной близости от точки О3.

Как видно из габл. 2. максимальный коэффициент интенсивное। и 
(А՜ ) ' Д^} | при особенности получается па площадках контакта двух 
мац-риалов. На других площадках в >той же точке О2 коэффициенты 
интенсивное!и напряжения зг уменьшаются по мере приближения к 
।раницам.

ՐԱՐ.ՄԱՆԿՅՈ1*ՆԱՋԵՎ ԱՆՑՔ11Վ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ՐԱ՚ԼԱԴՐՅԱԼ 
ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԽՆԴԻՐ

Ա. Ա. ՈԱՈԼՈՅԱՆ. 1>. Դ. ԹԱԴԽԼՈԱՅԱՆ

II. մ փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ տարրեր նյութերից երկու հատած սեպերի համար աոաձ֊ 
դավանության հարթ կոնտակտային իէնդիրր, որոնք միացված են այնպես, որ 
կազմում են երկու վերջավոր ե երկու կիսաանվևրջ կողմեր ունեցող անվերջ 
տիրույթ (նկ. 1 )։ Տիրույթի վերջավոր 1{ ււ էք լք ք. յւ/է վրա տրված են ԷԼորումներր, 
իսկ նրա մնացած եդրերի վրա րավարարվամ են սիմետրիայի պայմանները: 
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հնգիրր լուծված է Մերինի ձևաւիււխէռթ յան կիրաոմ ամ բ րնդհանրացված 
սուււ/երսրւդիցիայի մեթոդով։ Խնդրի լուծումը բհրվել Լ բվադիլիռվին ռեգուլ
յար գծային հանրահաշվական հավասարումների անվերջ սիստեմի լուծմանր։ 
Դիտարկված են թվային օրինակներ։

PROBLEM FOR THE COMPOSED PLANE. WEAKENED BY THE 
POLYGOHAL HOLE

A. A. BABLOYAH, R. 0. TADEVOSIAN

Summary

The plane contact problem of the theory of elasticity has been 
considered for double truncated wedges of various material linked so as 
to make an Infinite area with two finite and two seml-Inflnite sides 
(Fig. 1). The stresses are given on the finite sides of the area and on 
the other sides the conditions of symmetry are satisfied. The problem 
is solved by means of the method of generalized superposition with 
the use of Mellin transform. The problem is reduced to quasl-complete 
regular infinite systems of linear algebraic equations. Numerical exemp
ts are presented.
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