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ДВИЖЕНИЕ СО СВЕРХЗВУКОВОЙ скоростью 
СТУПЕНЧАТОЙ НАГРУЗКИ ПО ПОЛУПРОСТРАНСТВУ 

С ИЗМЕНЯЮЩИМИСЯ УПРУГИМИ МОДУЛЯМИ
БЫКОВЦЕВ Г. И., КОЛОКОЛЬЧИКОВ А. В., КОЛОКОЛЬЧИКОВ В. В.

Рассмотрим упругое полупространство, для которого связь нап­
ряжения з// с деформациями ец имеет вид

(1) 
где — символы Кронекера, а относительно упругих параметров 
Ламе >. и ц предполагается их зависимость от возраста - стареющего 
материала в соответствии с моделью И. X. Арутюняна |.1|

'—к-Н'-о >> )ехр( ?-).!’• -՝) ехр(-З-) (2)
Здесь >0, р0, / >, р значения параметров Ламе в возрасте -=0 и 
-=оо, а 1/3—время старения. Плотность материала также предпола­
гается изменяющейся с возрастом -

Р = рк -Г (?в֊{и) ехр (—^) (3)
Старение вызывается изменением структуры и состояния материала, 
которое сопутствует движению нагрузки. Оно может сопровождаться 
разрывом связей, охрупчиванием окрестности приложения нагрузки, 
неоднородным разогревом полупространства, излучением от движу­
щейся нагрузки. Введем декартову систему координат с центром в на­
чале движущейся нагрузки. Ось х направим по поверхности полу­
пространства по движению нагрузки, ось у перпендикулярна поверх­
ности полупространства и направлена во внешнюю его сторону. По­
лярный угол а в плоскости принимает значение я - 0 на поверхности 
под равномерно распределенной нагрузкой Р и значение на сво­
бодной части поверхности. Рассмотрим автомодельное изменение мо­
делей и плотности, сопутствующее движению нагрузки. Тогда возраст 
материала ' Судет зависеть от полярного угла а.

Пусть минимальное значение угла а, не подверженного ста­
рению. Максимальное старение будет в плоскости приложения нагруз­
ки при 7 = 0. При постоянной скорости распространения в глубину по­
лупространства процесса старения зависимость возраста материала ~ 
от угла а—линейная

х=гд(а—з0), а=соп51 (4)
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Заметим, что модель (2) (4) описывает неоднородное старение, проис­
ходящее в одном и том же материале. Впервые такой важный класс 
задач был рассмотрен в работе [2].

Ниже ограничимся для простоты случаем малого старения

|1֊мЛо1«1. П֊М1о1«ь 11֊МРо1«1 (5)
\равнения движения и формулы Коши имеют следующий вид:

з0- / — йд'ицд! = О, У/ “ ди^д1 (6)

^=(«м+им)/2 (7)
Граничные условия в отсутствие трения запишутся так:

«пЛ/- —Рп^ /»/(0. 1, 0) х<0, у=0 (8)
а//яу=0 у=-0, х>0; х х։-г/, у = х2, г = (9)

Здесь с—постоянная скорость движения нагрузки, а координата, 
связанная с полупространством. В задаче плоского деформирования, 
удовлетворяющей (8). (9). решение будем искать в виде, удовлетворя­
ющем УСЛОВИЯМ

т'3- 0, ем - в։я— — О, оп — 0 (10)
Рассмотрим процесс установившегося деформирования. Следуя 

[3—5]. где приводится решение упругой задачи, найдем автомодель­
ное решение для стареющего полупространства, когда все искомые ве­
личины завися ։ только от угла а = агс1£ (у/х), причем

д sin’a х (1 д <?sinsor d---- s= ------ 6/--- — =: ---------- —•, 
dxj у da д( у da

etga— (U)

С учетом (11) уравнение движения (6) примет вид

(12)
Здесь и ниже штрихом обозначается дифференцирование по а. Модель 
(2) -(4) допускает автомодельное решение. Дифференцируя < 1 > по а, 
с учетом (11). второго равенства (6). а также формул Коши (7). по­
лучим

^;/^'Ъ7гх.(гл^)'4-г/(р^),-и^(рг»1)' (13)

где ՛! и р по (2)—(4) зависят от угла а.
Подставляя (13) в (12), найдем, что

(F^O'/sln’a — ост»; =0 (14)

Будем находить решение в случае малого старения (о) методом воз­
мущений. ограничиваясь первым приближением. По (5) малыми па­
раметрами яаляются р711о. (р~Ро)/Ро- В пулевом приближении 
соотношение (14) записывается в форме

(>.-Н1) 4- у/sin’<7—рсЧ'р — 0, i = 1. 2 (15)

Здесь —нулевое приближение скоростей перемещений. Приравни- 
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вам 
ф'

нулю определитель системы (15) относительно неизвестных 
и ф', получим два значения углов a = ij и а*>а։, определяющие

фронты продольной и поперечной волны
sina։=c։/c, сП|Х(я։) + 2j*(«j)|/p(«։) (16)

Для
(15)

sln«։ = q/c, с$»и(31)/р(в։)
углов я, не равных я։ и з,. определитель 
не равен нулю, а потому .тля них решение

(17)
однородной системы
(15) тривиально

■vj‘»‘=rO (18)

Заметим. что (16) и (17) являются
м остью
(4)

от углов для определения
от з параметров /(а). и(») и плотности р(х).

уравнениями с неявной зпвиси- 
и з։ с учетом зависимостей (2)—

При решении (16) и (17) появляется необходимость я последо­
вательных приближениях. В нулевом приближении

■

’1

ф- агс51п(ф/с). (ф)։ (Ч+Wp. (19) 

ф * a rc sI п (ф/с), (ф)։=

В

(20)

первом приближении находим из (16). (17). (19), (20). (2)-(5)
фг- arcsin (ф/£), Ф~ arcsln (ф/с)

(ф)’-р(Ф) Н 2р(ф)|Л>(Ф): (ф)’=в(ф)/р(ф)

/•(ф)='Л -Г (*Ч)—Мехр{-МФ~3оВ
р(ф) - и-+(Ро֊р •) е х р {֊ Иф—41} (2D

р( ф) “ Р-+(Ро֊ ?֊՝) е хр’—За | ф ֊ з01}

1ЧФ)“И* - (ь-*>)ехр{-Мф-’о!)

р(ф)=Р- ֊ (Ро - Р*) ехр {- За | ф— 41)
Уравнения (16) и (17) могут быть решены с учетом (2)֊ (4) графи­
чески. На плоскости скачки напряжений и скоростей выра­
жаются через интенсивность разрыва <•> и нормаль к поверхности 
а=7։ разрыва ф :ю формулам |7|:

-G(«JI=o]֊֊=«>(>(M^ + гиС’Д’Рф). (22)
а на плоскости а=з,—через нормаль к поверхности а=а, разрыра ф 
по формулам [7]

-^(««)1о//1-р(в»){|®.1ф+Ыф=о (23)
где са(з։) определено по (17), л н(։։) определяется при помощи вто­
рого равенства (2) и (4) при а=«#. Используя условия на скачках 
(22), (23). условия (18), условия ф 0 при ։ =.* зх. получаемые
из (13) в нулевом приближении, и граничные условия (8). (9). най­
дем скорости перемещений в пулевом приближении в двух зонах
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•uj0’ = cxPA-։ sin Oj, «2<«<a1
(24)

Ц°>= — CjP.A'1 Cosa,, 4<4<?i

sina1-g,PA~1^(-g>)S>n2aiCOSa-2- , 0<a<a, (25)
1 p(a։)cos2«։

trffl ~ -cfA֊' cos*, -дРД֊’ Eh>-Sin2tt»stntt« , 0<a<aa 
p(a։)cos2a։

4=X(a։)֊}-2p(3j)cos։3i 4- |i(a։) sln2«։tg2aa (26)
Определим из (14) производные скоростей г՛}’՝ , в первом приб­
лижении. Имеем систему

* Л* (>֊ 4֊ р) ։ ' 4 1 7s I n2a—P^j1 * •= ?'t Ч ('' 4՜ P') ^k” - г' т՛}0 ։/s i n' a (27)

Решение системы (27) запишется так:
•??<։)■ =- Д։/А, г»^>’ — Д3/Д, 6»,T’<0) — —v\^4 (ctga)v^

A J-֊14֊(/.4-2^)/(&c։sin։a)|| — 14|i/(5C։sin’a)| (2H)
pc’Aj - J (а'Ч-ц')**®^ p'ti(։0Vslri2a || — 14-p/(pc։s։n2a)| — 

|(>J-|‘)H7(f^sin,«)I(v<։0‘ctg2a4-^°>Ctga), ж / aP

pc2A, = | — (/ 4r)il7fPcSshi’a)| (t’J°> 4- ctg2T»|0)) 4՜

4՜ (1—p/(pc2sin2a)) [ctga(//4- t- ’I'^/sin2? J

Гак как •■'1 = sinav cos7v >а-0; то из второго равенства 
(22), а также из (28) получим поле скоростей в первой зоне после 
первого скачка при a-=aj в первом приближении

or
?;(՛» =—wslnij 4 \ (Ab/A)rb,

”1 < 
t»p-u>cos։։4- (Д1А)^«, (29)

V1

где Лр Д։, Д определяются равенствами (28), (24), (26). Перепишем 
формулу (13) для aj’r в первом приближении:

Со|р'=^^Л(и|,/Д4-ХХ0))4^(нД//Д 4р'^004-^(рА//Д4-р^}0)) (30)

Напряжения в первой зоне после первого скачка определяются после 
интегрирования по a (30) с использованием первого условия (22) на 
скачке a»a։

*
eji)-|^j(a1)l[A(aJ)42H(e,)sinfax]4֊

’i

52



4։) = lw/ci(ei)|[/‘(«i)42ji(«i)cos8a1|4- \ Bitd* (31)

«g)=X(a1)<u/r1(a։j 
a

4? = - 1 <*>/^(’1) I h(*i) sin 2<ч 4֊ j 5„da, «,<«<*1 

«:
Интегрирование первых двух равенств (28) от а, до а с учетом оп­
ределения скачка и значений скоростей (29) при 7. ֊«։ находим поле 
скоростей во второй зоне после второго скачка в первом приближе­
нии 

а
тг(4 = — wsln։։— |®J’JI։+ ( (А։.'^)г/а, 0^а<а2 (32)

°1 
а

^’>=<«0080,—[Ц’)|։4֊ (Aj/A)Ja, U^a<a} 
V

Здесь скачок через я=яа, а Д1։ Д։, Д определяются по форму­
лам (28) и по формулам (24), (25) в первой и второй зонах.

Напряжения во второй зоне после скачка 0<з<^։ определяются 
интегрированием (30) or а3 до а. Постоянные интегрирования нахо­
дятся при помощи первого условия на скачке (23) и значений (31) 
напряжений перед вторым скачком (а««8 * 0). В результате получим 
8 первом приближении 

a
41։) = l‘»/c’1(a1)|(/(a։)4-2u(a։)sin2al) f2j*(»t)[y|։,|։(sln։s)/C8(a,)4- ( Впйл

4?- lu>/^i(aJKZ(«i) ■2|1(«i)C0sh1)֊-2H(a։)|'4։>)J(C0S«1)/q(a։)֊j- J Bndb 

«1
°M“^(’1)/C1(«1) (33)

= —|и>/с։(а1)]и(х1)$1п2։։ Н(}х(«1)/С։(а3)|(|-Ур|։51па։- [ф|‘»]СО8«։Н

4- В2Л*, 0<а<я։

Для определения интенсивности скачка м» и скачков |^|։,1» и МН» 
воспользуемся вторым условием (23) и граничными условиями (8). 
Тогда 

о о
ш = г։(ах)Д'։ | — Р4-1?2*а ( Вг2с11\

“։ «1
о о о (34>

М° I" У*)С,)^- {11(аа)51п2а1А~1(Р ֊1^2«, (^«4-1 58^а)4- Сли</а )
Н(а,)со$2а։ ( 3 3 .» I

°։ »1 «I
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I С,(«,)81п«, 111(,|)51п2!։1Л-1 /[В„<1х - (в^а |
и(а,)со82?21 \ и .՛ / ? I

0 0 о

Формулы (29), (31), (32). (33) с учетом обозначений (34) для ш, ['□<'>], 
Щ։)|, (28) для Л1։ Д2, Д, (30) для В(/, (24) для -г»}0» в первой зоне, (25) 
для г՛;01 во второй зоне, (26) для .4 и (21) для первого приближения 
а1։ я3, а также с։(а։), г։(<*Д л(«1). р(^). !1(*։) лают решение постав­
ленной задачи в первом приближении.

Рассмотрим частный случай, когда
>' ՝оМоо =?0֊’։1:: = Ро/Р« (35)

Вместо (2)—(4) можно пользоваться кусочно-линейной моделью ста­
рения

■ _ I '■«+('о—‘■'УФо 0<«-£а0
I Ко я -.֊■ Ло

и= | 11*+(11о+^)а/ао 0<а<а0

I Ро я>«о
р=р.хт(?о-р«)Фо 0<а<с։0

I Р0 «>«о

Здесь а0—минимальный угол, до которого не достигает процесс ста­
рения. При выполнении (35), (36)

(37) 
Ро Ро

В этом случае формулы для скоростей и напряжений упрощаются, 
так как тогда

04 =□ а<°), а, = а<°>, г, = , с։ =

^•4~Р Ло~гРо Р _ Ро у  Ао—,Л/_ Но Р> 

Р Ро Р Ро 20 2,1

В качестве примера рассмотрим старение, возникающее в процес­
се движения нагрузки, связанное с деструкцией, контактирующего с 
нагрузкой слоя. При высокоскоростном ударе эксперимент показыва­
ет, что в материале от интенсивной ударной волны происходит диспер­
гирование, деструкция, оплавление, выгорание материала. В расчете 
ограничимся малым уменьшением (10%) модулей и плотности мате­
риала из-за деструкции в области контакта с нагрузкой (? = 0)

(>о““Х*)Ао=( Ро~И« )/р0^(ро֊рос )/>о^О, 1 (39)

Так как деструкция затухает в глубину полупространства, то при а>0 
деструкция меньше, чем при «=0 и для малой деструкции (39) спра­
ведлива кусочно-линейная модель (36). Кроме того, согласно [6] в (36) 
полагается а0=агс5Ш (0.4 ех1с).

Влияние старения из-за деструкции численно иллюстрируется на 
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примере распространения ударных ноли от нагрузки Р=5 • 105 н/м* в 
тяжелом флинтгласе, для которого принято (8]

Ре— 5,9 • 10’ кг/м*, <^0)=3760 м/с. С^-2220 м/с (40)

На фиг. 1 и 2 изображены зависимости скоростей t/.V1 и напряжений 
□W в первом приближении от угла а» определяющего координату в 
зонах за скачком напряжений при с=5010 м/с. На фиг. 3 и 4 приво­
дятся зависимости от скорости с движения нагрузки величин и 

при трех значениях угла а«=я։, я=я„ и я—0,001. На всех че­
тырех фигурах пунктиром изображены соответствующие зависимости 
в отсутствии старения от деструкции. На фиг. 4 для а « 0,001 сплош­
ная линия совпадает с пунктирной.

Вычисления показали, что отклонение î'.V’ и в материале со 
старением и без старения достигает 9% при я -я, и с-5010 м/с, что со­
гласуется с допущением (39). В зоне с трещинами 0^а<«0 нормаль­
ные к поверхности скорости и напряжения убывают непрерывно с рос­
том я, После второго скачка для и после первого скачка

их значения постоянны и меньше, чем в среде без трещин. 
Интересно, что для этих углов я модули и плотность такие же, как и в 
среде без дефектов, а наличие дефектов в зоне сразу под подвижной на­
грузкой уменьшает напряжения и скорости вдали от нагрузки. Скорость 
т։ непосредственно в дефектной зоне под подвижной нагрузкой не­
сколько выше, чем в среде без трещин. Из графиков фиг. 4 видно, что 
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для скоростей движения нагрузки г. равной н несколько большем ско­
рости продольной волны напряжения с ростом « от 0 до 
растут и увеличиваются на 3% от значения нагрузки на границе. Уве­
личение- напряжений объясняется ростом модулей с уменьшением 
концентраци трещин при изменении угла а от границы полупростран­
ства. При больших скоростях движения нагрузки увеличения напря­
жений с глубиной не происходит.

ՓՈՓՈԽՎՈՂ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՄՈԴՈՒԼՆԵՐՈՎ ԿԻՍԱՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈԻՆՈԻՄ 
ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ ՐԵՌԻ ԳԵՐՁԱՅՆԱՅԻՆ ԱՐԱԳՈԻԹՅԱՄՐ ՇԱՐԺՈԻՄՐ

Գ. Ի. 81«Կ(1Վ8է»Վ, Ա. Վ. ’ւՈԼՈԿՈԱԻկՈՎ, Վ. Վ- ԿՈԼՈԿՈԼՋԻ411Վ

Ա մ փ ո փ ու մ

Դիտարկվում է աստիճանային բեռի ազդեցության տակ փոփոխվող աոաձ֊ 
զական մ որ/ու/ն երով կի սատարած ութ յան դեֆորմ ացիայի խնդիրը» թեռը շարժ­
վում է գերձայնային արագությամբ։ թեռնավորման գոտռւմ գրգռումների մե­
թոդով կառուցվում Լ ավտոմողերս յին լուծումը: Ստացված Լ աոաջին մոտա­
վորությամբ լարումների և արադութ յո՚լնների համար արտահայտություններ 
հաշվի առնելով ծերացում ր տարրեր դեպ բերի համար։

STEP LOAD MOVING WITH SUPERSEISMIC VELOCITY ON THE 
HALF-SPACE WITH CHANGEABLE ELASTIC MODULES

G. I. B1KOVTSEV. A. V. KOLOKOLCHJKOV, V. V. kolokolchikov

Summary

The problem of deformation of half-space with changeable elastic 
modules produced by step load is considered. The load moves with 
superseismlc velocity. Automodel solution In the loading area is con­
structed by the reductive perturbation method. The formulas for stresses 
and velocities in the first-order approximation for various cases having 
into account ageing are obtained.
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