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СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ
ПЛАСТИНКИ С РАЗРЕЗОМ

АБРАМЯН Л. В.

Рассмотрены свободные колебания прямоугольном трансверсально- 
изотропной пластинки конечной сдвиговой жесткости. Пластинка ио 
контуру свободно оперта и имеет прямой разрез вдоль одной из осей 
симметрии. Система координат выбрана так, что ось ОХ проходит че
рез разрез (с<а'<й) (фиг. I).

Целью работы является определение низших частот колебаний 
рассматриваемой пластинки, которые, как известно [1]. с достаточной 
точностью могут быть найдены и без учета инерции вращения.

В работе [2] исследованы в классической постановке колебания 
указанной пластинки, изготовленной из изотропного материала.

Уравнения свободных колебаний рассматриваемой пластинки мож
но представить в следующем виде [3]:

2 А2 (}ШДда+рА(1-ЛД) — =0, Дф-------- ----- ф--=0; к = — ------ (1)Լ дР А(1-г>) 5(1—0 О

Здесь сохранены обозначения, принятые в [3], причем Ф(л, у) — 
новая искомая функция, через которую функции сдвига ф и пред
ставляются следующим образом:

Е д , , 12. Ժ2 , 12 ԺՓ 
ф=----------------Д՝кл: —/г------- ।----------
(1—V2) дх А’ дх А3 ду

е ժ . 12Ааг 12 ժփ
(I—•**) ду А3 ду հ3 дх

(2)

Фиг. 1

Граничные условия пластинки 
следующие:

И.г=։!/=0 при х=О, а (3)

= при у=±А (4)

где

-Ц|-։)Лдо
ду2 дхду Լ ду* |
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(7։Ф .
:------------R
дхду 

d2rw . &■ . -------4 k-------- âw 
дхду дхду dxl dxdy

Формы колебании пластинки ищутся по методу Фурье в виде три- 
го ном етр и чес к их рядов

с* т}1~ Л А72 7*
да = У, W'.e(y) sin —— xsin u>/; ф. y Fm(y)cos—-xslnv>/ (5)

л=1 & m — 1 d 
удовлетворяющих условиям (3).

Подставляя (5) в (1), приходим к следующей системе обыкиовен 
ных дифференциальных уравнений:

W'LV~2W'’ т т Û^-=0 (6)

т
2__

*(!-*)
F = 0; л ■- ni^i'a

Общие решения полученных уравнений в зависимости от величи
ны параметра т будут

| Cg>sin^y -f-Cg>cos*։y. 
I Ûÿsh^y-f-C^ch^y ’

(l<77i<mx) (7)^m(y)-Cg>shftsy4-Cg>chA?2y -

Здесь /л,—целая положительная величина, зависящая от параметров 
пластинки.

Постоянные интегрирования определяются из гранич
ных условий пластинки на краю у = Ь (4) и условий вдоль оси ОХ. 
И так как формулировка последних зависит от формы колебаний 
пластинки, то симметричные и антисимметричные колебания рассмот
рены в отдельности.

1. Симметричные колебания. Условия вдоль оси у = 0 будут
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(7ад/Лу = \\ — /7 = 0. (0 < л* < с)

Л1 у = Лгу — 7/=0, (с < х а)

.. п л <7Ф дХгде /У... О — Дад------------ к —
ду ох ду

(9)

(и здесь надо полагать X = М‘̂>1д1г).
После удовлетворения условиям (4) и (9) получаем следующие 

парные уравнения:

1 - Д >ц “ •'՜- Л гп ~
У. С^соз^Ь —- з1п — х । у С^сЬ^ — 81п — х==0, (0<;.г<с)
т — I 77 (I гл<-1/п։ + 1 77 о

(10)
т тг * С* !М ж

У С^созТ^ —$1п—х-г V С^сЫ^Ь— 51п —х = 0, (с<х&) 
д«1 7? а м=я։։+1 77 а 
где

А = (М.-М1)\к1(Н^3 АУ4) ,Л(*гЧ -7/3Л\)|

В= (ВД-7/2М) -| (Мг- Лк)(Я3.\ 2-НМ X ( (
з\}к3к I («>///!)

С = Л73(Л\//а—Л/^У,) 1 / -И, \ , М.-М2—*— ( ՛ — ----------- ) | -----------
\сЬА’27> созк^Ь / И1^7>

. (;И _м } I Л11(7АЛ:-7УаМ) М։(^Нг-НМ
С1Ь к2Ь

(11)

с= Л'/3(Л7У.֊//1Л,2) 1
зЬ1г3Ь сЬ к2Ь

М, \ ц /У1г -м8 
сЫсгЬ/ ' И1Л37>

4֊ (Л/։-Л֊12) Л41(77д.У,.-Л/г.У,) Л4а(7Уа//3 /7Д/У,)
с1№«6 с111/?07*

и соотношения

с(1)_П2) (-Ид- ч [ соя к.Ь (1 </«<т։)
В ' ЦсИМ (^>^։)

С(3)Д=СО) ■Уз7/1-7/3-У1
т т Н^2֊Н,։\'3

= СП> 311М(^֊Мх)(\\н-нз\\} 4-

+ -Г֊Т (•Ч/Л֊7^2Л\){(Л42֊М1)(//Л3֊7/3.У2) сьо|-1 (12)

С(3) = с;Пс1П^
/71А’2֊7/2Л\ ։

7У31У2-//2.У3 '
С(е> = С<’) гп т

/44֊ у37/1
Н^п-Н. У3

В (11) и (12) введены следующие обозначения:
/-/։ = (1 —,)(/г;У։-£)Л։)л; Я, = ()-.)(ЛЯ2-/^2)к; Я3=1 -|֊/г/’( 1—•;)
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Л1։ = D va2—Z’ X‘(l-’)-p^ (!+»’) +4H ։+*>֊’< i-՝)l

/И։ = О lw.’4-s (!+*>.') -<!+*>֊’(։-՝)]

Л'։=*։О^.։-р^»>г±йЛ; .V, = >.

(В выражениях Mx; .¥, в сдвоенном 
чаю

Вводя теперь обозначения

знаке „4՜“ соответствует слу-

х _ т — — z !QQSk՝b
т т В 7 Ich/Cj/? (от>лгх) (13)

ПЛ- а = — 
а

~с
а

После некоторых преобразований парные уравнения (10) право
дим к виду

У x/n(l—/VCT)sinma = 0 (0-ças^3)
л»=1

(14)

где

v тхт sln щу. = 0 (3<^я<-)

лг 1 АA-w = 1 — т — 
С

Для выяснения поведения .Уда при т -оо разложим выражения 
к> (8). входящие в М,7. в степенные ряды, сохраняя в них первые 
два члена. Проделав указанную процедуру, получим

. . /. кки? 1 \ . ч , 1 \ , . / . . 1 \к, »= л ( I---------- о — ■ ՛ ■ г, к2= л ( 1 4-------- У к2— а / 14-------------- )
1 \ 2/)/.= • 2ЙХ’/ \ 2йл>/ \ Л(1-’/)л2/

(15)
Используя (15). .можно показать, что \'.л при возрастании т имеет 
экспоненциальный порядок убывания

-т—) (16)
а /

Здесь это не показано потому, что хотя это и элементарно, но весьма 
громоздко.

В дальнейшем парные уравнения (14) сводятся, как показано 
в [2]. к следующей бесконечной системе линейных однородных алгеб
раических уравнений:

V —Хп —0 (п— 1, 2, 3, . . .)
да=1

где

(17)
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апт = -{(л-т)[Ял֊1(СО$^Ря_|(С083) —Рт(СО83)Рп(СО8?)| +
2(п*—т*)л

4՜ (Я-Г/П)[РЛ_1(СО8?)Р«(СО83) + Рл(СО8В)Р«-|(СО8&)]}

аяя«-“(2-2Рл-.1(со8?)Ря(со$^)4- Р;_,(со$?) — Р;(со83) —

П— ։
— 42 Рд(С05^)[С08?РЛ(С0$^)—Рн-|(<-՝<>8^|

Для существования нетривиальных решений коэффициентов необ
ходимо, чтобы определитель бесконечном системы (17) равнялся нулю. 
Из этого условия и определяются собственные частоты. Можно пока
зать. что при условии (16) указанный определитель нормальный. Это 
позволяет использовать для определения частот метод редукции.

2. Антисимметричные колебания. В этом случае условия по оси 
у = 0 будут

ж = ДО у=/У 0 ()

Л'У=МУ~Н~О (с<х<а) (18)

Удовлетворяя условиям (18) и (4), получаем

с™ =0: СО С^-^-х!՜1^4՜*5’
С«»—С»; ” ” м, | (&-ф (/П>т,)

С<2>=С<։> т гл ЛсЬ^Л

, . . / Н.М2 //.Мл 81пА’։д ——-2----------- =—-։ )
& 1Ь/г2Ь /

'Н,М2 Н,МЛ
1й/г2£ ’

(«>«։)

С<3>
ГЛ

- - X 
/И28ЙАа/?

С^М։ 31П ЬгЬ н- С£>| /И, созЬ3Ь -М.сЪ^Ь—( И,—Мг) сВ]

С^/И։ эй кхЬ 4֊ Л!։ ей /г^-М. ей —{М։ М3) ей /г3Ь |

а также

2
/л=1

1 , М3 / С08М _ Л///1Л42  Н2мл 
л \ сь&3г> /

81П------Х-г
а

+ 2 сй,з11'М 
гл->/п։-г1 Л1։

I ■ /сЬМ _ ] _ ^4^ Л
Л \chfc_jfc / \И։ \Ь Х\\к.Ь )

X 51п^-х=0 (19)

V с <։> 8|п*1д _ Л (Н^ _ Н^МЛ У
5^1 т \Ьк2Ь Л (ЙЛ8&/

/ (( и _;и ) - м - £2^_ /1^11 +
\сИ1/г3/> Н1/г2£ / 3 сЬ&3£ сй£3/; хдй^

(1</л^/п։)

а
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х^ЯЛ I з|п^1*4- V с(|)——
■ ) ( а т^,,л.1 т М, 1ЫгхЬ 1Ь№

1 /НХМ, Н2МЛ । / .И,Л'3 лууд
А \thk.b 1Ь^д/| 1 ' 2 \cthV 01М/ 

,и IсЬ*'Ь
1 | сЬЛ3/> сйЛ^

/У8.М, _ ЛЦИЛ I
0։^ 01£։/>/|

т- „ / \81п—х=0 (с<х<д) 
а

где

.4 = (А* Нлмг _ /7,М, 

С1й£3£ \\\к2Ь
-/И,

н2 и2 

сй£3&

՛ с0$^ / /7гМ, , НХМ2 \
3 сЬА’У? \ 1Ь Л?,Л \%кхь) (1 <т^ тх)

сЫгхЬ /Н2МХ НХМ2\
3 сИЛдд \ДЬ к2Ь \.Ыгхь) (т>тх}

Дифференцируя дважды по х первое из уравнений (19) и выполняя 
преобразования, аналогичные преобразованиям первого пункта, опять 
приходим к системе < 14). Для УУт в этом случае имеем

։-——{(**- 
Л4։1М3* I

/ЦЛЕ Н2МХ
\^Ь։Ь \Ък2Ь

(Н>М> _ 4 м
\с1Ь4?3Л Сп к2ь) ' 3 

со$ кхЬ /Н„МХ НХМ.

' С°ЗМ ,\х
՛. сЬЛаЛ /

Н>М, и
сйЛ3& \tliO с1%кхЬ/ сйЛ3Л

I .Ма(Л73Л\֊..У3//1) __ /Их(А/3.Ч-Л\у-Л) ■И3(//г-У1-Л/аЯ1) у
1 1%ЬХЬ 1Ь Л4։—Л/2

х I /И, с111**- -ч —- -(Л1, -Л1а) —I ~‘ (1</лёт։) (20) 
! сЬ Ь9Ь М3Ь 1^кхЬ |

,Ч, 1 ———((« _£’МЛ Н и։[/£ЬМ_Лх
мдьл3/11 ’ 1 \с1Ь£3£ 1ьл5г>/ |\сЬ^3/; /

//7,.М2 Н2МЛ М^Ь/Н2МХ НХМ2\ /АЛ4,1|
\1й£։/> {ЬЬ2Ь/ ей к9Ь\1Ь Ь2Ь сй/г3Л I |

_ .ид/-/3ла-А7Л)
И! кхЬ 1й к2Ь М։—М8

С1Ь^ .. С1Й/?.Ь ... ... С1й^2&
------ ?-------ЛЕ--------1— (Л1. - М2) — 
сЬЛ3/>-------------------------------------------1й6։£

(г?г>/пД

И в этом случае, используя (15), можно показать, что .-У« при /п-оо 
имеет экспоненциальный порядок убывания.

3. Численные результаты., В таблице приведены первые безраз
мерные основные частоты 100 «> (рА5/О)։'2 колебаний пластинок с па
раметрами /г/д=0,1; 7 = 0,25: О'С/'—2 с разным отношением сторон

(Г» 7Т »В* \
8 = 0; —; —; : я 1. В каждой клет-

X м
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ке таблицы сверху помещена частота, соответствующая симметрич
ной форме колебаний, а снизу—антисимметричной. Там же приведе
ны порядки определителей, при решении которых получены соответ
ствующие собственные частоты с достаточной точностью (расхожде
ние результатов двух последних итераций не превышает 1 %).

Сопоставление приведенных результатов с частотами, найденными 
г1 [2], показывает, что последние всегда больше и что это расхожде
ние результатов с увеличением 3 растет.

Таблица

а’Ь Порядок 
Олред. >0 3= —

4
з= — 

2

Зя 
?=- 

4
3=7.

А. .1 СД СО '> 51.972 55,211 55,355 55,375и > I ОЧ »ООО 55.404 58,066 60.262 60,525

Л R 27,340 27,587 27,733 27,753и,О 27.750 30.540 33,318 33,671

П.1 1R . гч79 16,674 16.924 17,072 17,092и > 9 17,047 19,764 22,996 23,396

1 10 1 1 .чья 11,513 11,779 11>932 11,9501 8 1|»оаО 11.668 13.720 17,527 18,483

1 10 А ЛАС 6.185 6.513 6,709 6,732
8 о, изо 6,240 7,747 12.193 13,557

о 10 л .лч։ 4,195 4.590 4.842 4,871
8 4 «иОх 4.20.Х 5.447 10,005 11,828

10 •>.<11 R 2,514 3.117 3,488 3,531О 8 х»Ч10 2,626 3,304 7.227 10,600

Как видно из таблицы, с уменьшением длины разреза (увеличение ) 
собственные частоты увеличиваются, причем частоты антнеимметрич-

Фнг. 2. а) симметричная форма 
б) антисимметричная форма
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В том случае, когда разрез проходит по всей длине пластинки 
(3 = 0), рассматриваемая пластинка делится на две пластинки с тремя 
шарнирно опертыми и одним свободным краем, граничные условия 
которых вдоль свободных краев при симметричных и антисимметрич
ных колебаниях совпадают. Поэтому для обеих форм колебаний в этом 
случае получаются одни и тс же частоты, которые при развет
вляются на симметричные и антисимметричные: и чем больше 3, тем 
больше разница между этими частотами.

На фиг. 2 в виде линий равных прогибов приведены первые фор
мы симметричных и антисимметричных колебаний, полученные для 
пластинки с отношением сторон а/Ь - 0,8 при 3 = “/2 Цифры на кривых 
показывают отношение прогиба на данной линии к максимальному 
прогибу пластинки.

ՃԵՂՔՈՎ ՏՐԱՆՍՎԵՐՍԱԼ ԻԱՈՏՐՈՊ 11Ա1.Ւ ԱԱԱՏ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ

Լ. Վ. ԱՐՈԱԱՄՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ւ։ւ մ

D լսոլմնաոիրվում է սահքի վերջավոր կէւշտութ յոլն ունեցող ազատ Հենված 
ուղղանկյուն տ րան ս վ/ւ րո այ ի ղոտրուղ սաչի սեէիսւկան տատանումները, երբ 
սալն ունի ճեղք սիմետրիայի առանցքներից մեկի ուղղութ յա մ ր: ճեղքով անց 
նող առանցքի նկատմամբ սիմետրիկ ե ոչ սիմետրիկ ասւտտնումնեյւր դի
տարկվում են աոանձին - աո ան ձին։ Տատանումների "աճաիւականութ յունների 
որոշումը բերվում կ անվերջ մատրիցայի սեփական արժեքները ղտնելոէնւ 
Կատարված է թվային Հետ աղոտություն։

THE FREE VIBRATIONS OF A TRANSV ERSAL ISOTROPIC 
PLATE WITH A CUT

I.. V. ABRAMIAN

S u m m a r y

The free vibrations ol free supported along the sides of a rectan
gular transversal Isotropic plate with finite shear stiffness with the right 
cut along the longitudinal axis of symmetry are considered. The sym
metric and antisymmetric forms of vibration in relation to the axis with 
the cut are differentiated.
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The question of determining the frequency of vibrations are redu
ced to the computing of the eigenvalues of matrix of coefficients of an 
Infinite system of linear homogeneous equations- Numerical results are 
given.
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