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ПРИМЕНЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО МЕТОДА К ЗАДАЧЕ 
О ФЛАТТЕРЕ ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

ЖИНЖЕР II И. КАДАРМЕТОВ И М.

Асимптотический метод [1] нашел широкое применение в задачах 
о собственных колебаниях и устойчивости при потенциальных внеш­
них силах пластин и оболочек, а также в задачах динамики при широ­
кополосных внешних воздействиях. В [2] метод применен к задаче о 
флаттере пластин. В данной работе асимптотический метод применя­
ется к задаче о сверхзвуковом флаттере ортотропной цилиндрической 
оболочки. Показана вычислительная устойчивость уравнения стыковки 
и приведены результаты параметрического исследования задачи.

1. Отнесем срединную поверхность цилиндрической оболочки ра­
диуса /?. длины А и толщины /г к системе координат х։х։, совпадаю­
щей с линиями главных кривизн. Будем считать, что главные направ­
ления упругости ортотропного материала оболочки совпадают с коор­
динатными линиями. В направлении, противоположном х։. оболочка 
обтекается с внешней стороны сверхзвуковым потоком газа со скоро­
стью К Предположим, что давление внутри оболочки равно давлению 
в невозмущенном потоке газа. Избыточное аэродинамическое давле­
ние на колеблющуюся оболочку будем учитывать по линейному при­
ближению поршневой теории с поправкой Крумхаара на кривизну сре­
динной поверхности. В случаях, когда применение этой теории требует 
дополнительного обоснования, рассматриваемую задачу следует трак­
товать как модельную. Ставится задача об исследовании устойчивости 
невозмущенной формы равновесия оболочки. Эта задача должна фор­
мулироваться как задача с начальными данными. Для упругих систем 
с дискретным спектром собственных частот, как известно [3]. доста­
точно исследовать элементарные движения оболочки в окрестности не­
возмущенной формы

Л I / , дит\ .. . . / ди, -ди, , \ ЛX ‘/« ( )—(I———I- Ор ( ■( — /— ) =0
т-1 \ 01 / (7Г \ О1 ОХ }

(/«=1.2.3) (1.1)

Здесь И,(х, 6,/)—компоненты вектора перемещений точек сре­
динной поверхности и введены следующие безразмерные переменные 
и параметры:
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Т(, е, г0—безразмерные параметры внутреннего, внешнего и аэродина­
мического демпфирований соответственно, о плотность материала 
оболочки, -/.—показатель политропы, р՝, сч֊֊давление и скорость 
звука в невозмущенном потоке. Дифференциальные операторы /.,> 
имеют вид [4]

д2 д2 д2
1»=£п = М1 + ^) —п дх2 3 д? 12 л 1 1 37 дх&

п-------‘-а
. д . . д' .д2

Чр ^2 = <Ат-т4-^— •Р4
дх дхг оГ!2

о2
дх2

—£«=<*։ ֊֊ —И4 (-'Л Т^з)
ОУ

о՝
дх2&

+<—1д&

I я» д2 д2
Л„=-4Х—I*4 —+2(^14֊2^)—--------НЛ —” 1 |<?х> 1 1 ’ д.^дУ об1

</,= —. <1, =</։(1-</Д)12/?* ՝ Е, ‘ Е, ‘ 2 1 1'

С, •>։ (*г ==упругие постоянные материала оболочки.
Систему уравнений (1.1) необходимо дополнить краевыми усло­

виями. Рассмотрим, например, случай жесткого защемления круговых 
кромок оболочки

их = и3 = и3 = «0 (х = 0, л«/) (1.2)
дх

Параметр скорости флаттера % оболочки является наименьшим из тех 
значений для которых задача (1.1), (1.2) имеет решения, соответст­
вующие колебаниям с вещественной частотой.

Использование схемы точного решения задачи (1.1), (1.2) приво­
дит, как известно, к исследованию определителя восьмого порядка с 
комплексными элементами и содержащего экспоненты с отрицатель­
ными и положительными действительными частями, соответствующие 
частным решениям по пространственной переменной. При значитель­
ных удлинениях />5 вычисление определителя становится численно 
неустойчивым процессом и даже может привести к исчезновению по­
рядков или переполнению разрядной сетки. Стабилизировать процесс 
вычислений определителя нормировкой строк или столбцов принци­
пиально невозможно. При таких удлинениях или существенном демп­
фировании колебаний задача эффективно решается с использованием 
концепции динамического краевого эффекта [I] и асимптотического ме­
тода. на ней основанного.

Порождающее решение системы (1.1) примем в виде
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и?= exp (i(klx-֊wt)) + Caz։(^,) exp (l(ktx- ®f))] cosnS

й}«[ЭДМ) exp (КМ“ШО) 4- С^(1/г2) exp (Z(^x-®Z))] sin л$

вз*К։ exp (i(kxx—®0) + C։ exp (i(ktx—v>t))] cos nB (1.3)

Здесь

%.(/*.) = Dx(ika)ID(ik,), Ъа(1Ь') = D.(ik^D(ikK)

Im ® — 0, Re A’a<fO.

D= k\ +
1 — Zvjw

^(1+4р4)Л2аЧ-^(1+н4И4

+(l ‘fl.՝?)M-1 - (^d,+d,)Vkl
1 —J

D^d^^ika rfjd+wj+^i+n 4֊ <L_*c?h.*
1 — tTJU)

D5 =
1 —

4d3) + «(d։4 fW։)|

(а=1, 2; л=1,2, . . .)

Решение (1.3) представляет собой суперпозицию двух волн с неизвест­
ными волновыми числами £•> и частотой »•>, распространяющихся в нап­
равлении потока и амплитуды которых экспоненциально убывают с 
возрастанием х. Это решение будет удовлетворять системе (1.1). если 
волновые числа удовлетворяют уравнению

8
2 = 0 (я=1, 2) (1.4)
гл «0

Явные выражения для коэффициентов рп1 здесь не приводим.
2. В соответствии с основной идеей асимптотического метода [1] 

порождающее решение (1.3) должно быть скорректировано у каждой 
из кромок решениями типа динамического краевого эффекта. Скор­
ректированные решения должны удовлетворять граничным условиям и 
при удалении от кромок во внутреннюю область срединной поверхно­
сти должны стремиться к порождающему решению. Будем искать ре­
шения системы (1.1) в окрестности кромок в виде

и/(х, 8, /) = Ut(x)
cos п Ъ 
sin п О 
cos п О

exp(-Z®Z) (/ = 1,2,3) (2.1)

После подстановки решения (2.1) в (1.1) получим систему обыкно­
венных дифференциальных уравнений относительно функций (7/(л). 
Частными решениями этой системы являются {уш( гт) ехр (гтх), 
?.։(r«)exp(r„x), exp(r/Rx)} (т = 1. 2. . . ., 8), где гт-корни харак­
теристического уравнения

3 Известия АН Армянской ССР. Механика. № !?
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У ^-” = 0 (2.2
да=0

Это уравнение, как следует из (1.4), имеет два корня г1 = 1к1, г3=1к} 
соответствующие порождающему решению (1.3). Поэтому полином 1 
левой части (2.2) должен нацело делиться на квадратный трехчле 
г1—к2)г— Л,А’2. Условие обращения в нуль остатка от делени 
дает два уравнения

ш. Р) = -/7.-Н(^4Л)7гЬ*։М^0 (2-3

*2. = 0 (2.4
Здесь зависимость от других параметров задачи явно нс подчеркива­
ется. Приравнивая нулю частное, получим уравнение

в
V (?тГб-т=0 (2.5)
я?=0

<7о=Др <7։ ЦК+^Ро

Ят ~ -/(2 (/»=2,3. ..,,6) (2.6

корни которого соответствуют решениям тика динамического краево­
го эффекта. При однородных граничных условиях динамический 
краевой эффект будет невырожденным, если три корня уравнения 
(2.5) расположены левее корней /б«, а три корня лежат в правой 
полуплоскости. Установим невырождепие динамических краевых эф­
фектов для состояний, соответствующих неосесимметричному флатте­
ру (*“5^0, «>1). Малый параметр н’ /?/( 12/?*) входит в качестве мно­
жителя в коэффициент /?0, а следовательно, и в у0. Выясним асимп­
тотику при |х—>0 корней уравнения (2.5). Для этого умножим обе 
части этого уравнения на и8 и выполним замену переменной г—гу- 
Величина 3 имеет порядок, не меньший, чем 3 = О(;>1 £^>0. Тог­
да уравнение нулевого приближения относительно г имеет двукрат­
ный нулевой корень и четыре ненулевых. Последним соответствует 
следующее уравнение относительно г:

Д>?)-(!֊</,>0< I =0 (2.7)
[ 1 — ]

Корни этого уравнения близки к так называемым «большим корням* 
в задачах статики оболочек, если параметр частоты флаттера «> мал. 
Обозначим через г3, г* корни уравнения (2.7), лежащие в левой по­
луплоскости, а через г.. г&—в правой. Асимптотику при ц-»0 двух 
других корней уравнения (2.5) можно получить из соотношения

(^М-Ь<?։)(г2֊ а՝г~ а3)=дог^ ...

Приравнивая коэффициенты в обеих частях при одинаковых степенях 
г, найдем с точностью до О(и.4) выражения для и а3. Окончатель­
ное суждение о невырождении динамического краевого эффекта свя­
зано с расположением корней уравнения
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£։)г — п* ^2*1^։+4^а4- ~ | •'! -֊- 4֊ 1^ г/3

1 _1_// «л
+ ֊ —-------- 0- (2-8)

а а 1 —Л}«)

ь г«- корень уравнения (2.8), расположенный в левой полу- 
<остн, а гс — в правой.
3. Рассмотрим кромку х=() и построим скорректированное ре- 
16 у этой кромки в виде

«1(Х|0: 0, /) = К>7л('Л) е.хр (&։л) 1֊С272(*Л) ехр (։/г2х) 4֊
5

+ 5 Сп/лЛ''гл) ехр (/>.<)(ехр( /ш/)со5/гб 
рз-З

«з( л-|0; 0, /) = (С3'М'*1) ехр (/'М) 4 С2у։(М2) е.хр (1кйх) -|
5

- V Ст'^(Гш) ехр (гтх)I ехр (-Ы) зп1 п& 
Л5—3

(3.1)

з(Ж 6. /)=|С1ехр(7*1х) С։ехр(/£8х)4- 5 С.ехр(гтл)|ехр(- дц>/)со$лб 
п։--3

где Рег,..<0 (/л = 3, 4, 5). Удовлетворяя граничным условиям (1.2), 
получаем систему алгебраических уравнений:

С2 — С3 4՜ । 4- С3 == - С։
//г2С24 гаС8 -г4С\ г г5С5 — ! ՛■!/.։ 

7.2^ I 4՜ '//- .11՜ 7.4^4 • 7ь^5 = 71^'1

г֊?2с2 ։ ‘ '?.А = -^с։

Из этой системы находим

. _М°>* _ф
3 ~ дсТ ~ дйТ

Д(<՛)

•’ дТбГ с>։ (3.2)

Тогда выражения (3.1) принимают вид

1111 1111

Д<°)= /7?։ г3 гк г. Гя г4 г5

Ъ 7.з /л 7л
• 2 /л Хз 7.4 7л

'Ь '?< '?5 ?։ 'Ь

(3.3)

«1(л|0;6, /) — С։
Д<0>

7л ехр(^։х)4- ^֊у х2 ехр (г/?2л*) 4֊

5 Д(0) -|
4֊ 5 т£г7л; ехр ( гпх ) ехр ( — Ы) соз лО

П1=3«' • 3

д«°>
к։(х|0; б, ;)=С։ ^ехр(/М) дЬгехР (^։х) ±

д(0) 1
г5 тф-Мхр('тХ) | ехр(-Ы)$1пл9 

л»
(3.4)
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(*|0; 9. t) = cx exp (lkxx) 4- pj- exp (ik2x) 4

S Д(О)

+ 23жехр(^) exp (—ZœZ) cos nh

Итак, скорректированное решение у кромки дг = О удовлетвор: 
граничным условиям и стремится к порождающему решению (3. 
при х-’оо. Таким же путем построенное решение у кромки х=/б 
лет иметь вид

[ ДЯ
«» ( x\l- 0՝t) = Cx | Zicxp(/M) 1 /л д77Г exp (Z(^—kt)l) exp(ik2x) 4

\ à<0 '
- ï. ^7.тЫр(Гю(Х-1))

>ч=б

0. O = C,

exp ( cosn.fj

др
Ф։ exp (ikxx)4%exp(Z(Æ։—£,)Z) exp(**,x)4

* д<о
т z. д(.') •*ff։ exp (f“m(x l) )

«a ( x\i; b,t) = C։
др

exp(ZM) 4 py exp (Z (£։-*j)Z) exp (ik2x) 4

8 Д(О
4 2 тру exp (r,„ (x- /)) 

m—6
1111

Д(0 = гп г, г9
7.2 7.8 ‘/֊7 /л

’?2 Фа Ф, Фе

cxp( Z<՝>Z) cos л,9

1111 
r-,

Zi Zo Z? 7.8
Ф1 'J6 ?7 Фв

Решения (3.4) и (3.5), построенные у противоположных кромок. «< 
стыкуем» во внутренней области. Для этого приравняем однонменн: 
компоненты решений с точностью до слагаемых, соответствующих д 
намическим краевым эффектам. В результате получаем уравнение с.п 
ковки

др ДР
Ю^д<-дйгехр(/(Л1-Ла)/) = О (3-

Стыковка производных любого порядка ди”‘}дхт от компонент ско 
ректнрованных решений приводит к тому же уравнению. Определит 
ли в (3.7) имеют вид (3.3) и (3.6). Их элементы не содержат эксл 
цент. Кроме того, относительная длина оболочки / входит только 
показатель экспоненциального множителя в уравнении (3.7). И умн 
жается она на разность волновых чисел порождающего решения. Д 
других типов закрепления кромок оболочки определители (3.3) и 3.1 
будут содержать другие степени корней. Для отыскания неизвестнь 
параметров скорости °Ш| частоты флаттера и комплексных волиов! 
чисел Л1։ А, получена система трех уравнений (2.3), (2.4) и (3.7), ра 
36
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(носильная системе шести вещественных уравнений. При этом из урав­
нений (2.7) и (2.8) имеем явные выражения для корней гт (т = 3, 
4........8).

Отметим еще следующий факт. Левая часть уравнения (3.7) име­
ет предел при Z-»oo, только если В этом случае значение пре­
дела левой части равно нулю и (3.7) превращается в тождество. Поэ­
тому критические значения параметров скорости и частоты флаттера 
для пол у бесконечной оболочки при наличии задней кромки определя­
ются из условия существования кратных корней уравнения (2.2). По­
добный вывод справедлив и для пластин [2].

4. Ниже приводятся результаты вычислений для защемленной обо-
дочки с параметрами /?/А=150, г։=0,3. /р —0,82 • 10՜* и 
; = 10 При этом корни характеристического уравнения (2.2)
находились численным методом, а параметры скорости ** и частоты 

флаттера получались из уравнения стыковки (3.7), равносильного 
двум вещественным уравнениям. Искомые параметры должны достав­
лять нулевой минимум абсолютной величине левой части (3.7). Мини­
мизация осуществлялась численным методом Нелдера-Мида.

Фиг. 4Фиг. 3
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На фиг. I показаны зависимости параметра скорости флаттера 
от длины оболочки / для различных значений л числа воля в окруж­
ном направлении (^=0, (7;£։=0,38). Сплошные линии соответствуют 
£'։/51 = 2, штриховые — Е^Е^ 0,02. С увеличением длины оболочки 
уменьшается число волн в окружном направлении, соответствующих 
границе области флаттера. На фиг. 2 представлено влияние парамет­
ра Е^Е1 на величины (сплошные линии) и (штрих-пунктирные 
линии). Кривые I отвечают случаю л = 7, / = 6,28, кривые 2 - л=6 
/=10 (О/£։ =0,38). Влияние параметра внутреннего демпфирования

величину параметра скорости флаттера при различныхЛзначе- 
ниях / показано на фиг. 3}'для п = 7, Е^Еу=2, с7/£'1 = О,38. Штри­
ховая кривая соответствует изотропной оболочке. Зависимости от 
параметров С։՝Е1 и у1 яри различных значениях Е21Е1 показаны на՜) 
фиг. 4 и 5 (/ = 10, п-7, ^ = 0). На фиг. 6 показаны сечения плос-՛ 
костью 0-0 .формы“ движения оболочки на границе области устой­
чивости для нормального прогиба иа(х, 9, /)=Ке{£73(х)ехр(—ш/)}сО8л5 
при различных значениях «>*/ при / - 10, ^ = 0,26, п = 7, Е21ЕХ=2, 
<7/^ = 0,38. Движение имеет характер бегущей волны.

ՕՐԹՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ՖԼԱՏԵՐԻ ԽՆԴՐՈՒՄ 
Ա11ԻՄՊՏՈՏԻԿ ՄԵԹՈԴԻ ԿԻՐԱՌՈՒՄԸ

Ն. Ի. ձՒՆԺՆՐ, Ի. Մ. ԿԱԴԱՐՄԵՏՈՎ

Ա մ փ ո փ ու մ

Ասիմպտոտիկ մեթոդի հիման վրա տրվում է շրջանային գլանային 
ղան թի գերձայնային 'իլաւոերի խնդրի լուծումը: Ցույց է արվում մեծ երկա- 
րությամր թաղանթների դեպըում կրման հավասարումների հաշվիչի կայու­
նությանը; Հետազոտված I. ֆլատերի արադութ յան ե հաճախականության վրս 
նյութի անիզոտրոպիայի պարամետրերի ե ներրին դեֆ»րմացիայի ազդեցու­
թյունը։
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AN ASYMPTOTIC METHOD APPLIED TO FLUTTER OF AN 
ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL

N. I. ZHINZHER. J. M. KADARMETOV

Summarv

In the paper the solution of supersonic flutter problems oi a circu­
lar cylindrical shell Is given on the basis of Bolotin’s dynamic edge 
effect method. The influence of anisotropic parameters. Internal damping 
and length oi the shell on the value of velocity and frequency oi the 
flutter has been Investigated.
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