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ВДАВЛИВАНИЕ ШТАМПА В ПРЕДИАГ1РЯЖЕНИЫИ 
ФИЗИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫЙ УПРУГИЙ СЛОИ

ПОРОШИН В С.

Рассматривается несжимаемая упругая среда, когда взаимно од- 
позначная связь между напряжениями и деформациями имеет нели
нейный характер [1]. Ставится контактная задача для физически не
линейного упругого слоя, преднапряжениого сжимающими (растяги
вающими) равномерно распределенными на бесконечности усилиями 

и р2, направленными параллельно границе слоя. Проанализирова
но влияние преднапряжения на основные характеристики контактной 
задачи, когда величины рх и р։ мало отличаются одна от другой.

1. Введем прямоугольную систему координат Охуг. начало кото
рой расположим на верхней грани слоя конечной толщины Л, а ось г 
направим вниз. Допустим, что слой, лежащий без трения на жестком 
основании, нагружен равномерно распределенными на бесконечности 
сжимающими (растягивающими) усилиями <?=— рх и з®.-=—р2. За
тем в слой Р вдавливается абсолютно жесткий штамп. Будем считать, 
что действие штампа вызывает в слое .малое возмущение основного на
пряженно-деформированного состояния, определяемого соотношениями

йо-=д?х, г.՝°= Агу, ю0

2,с=-Л. ?2» = = -?/ = ’’у = 0 (1.1)

Связь между постоянными А». А% и рх, р2 может быть найдена из 
уравнений нелинейно упругого тела [1], которые представим в форме 
(массовые силы отсутствуют)

= °). еу ^(=у—5)’ '?(«։.’—«)

ï >‘.v -'•’'-.vy, VtXZ — Y.1-- 2 ----О

£«1/3(бл-|-£у±2г), l/3(o.r4-Ov rej, 1>='И*)

d3.v/âA-4-^xy/^y4-dTxx/(te=0, .. .

ди ■>՝■ _d'w __дг՝ , ди
дх՝ ду ՝ ‘ dz ' ' ' дх ду (1.2)

а именно: А° 1/3'р(т0) (р9 -2р։), А°2 - 1/3 * (т0) (рх - '2рг), где
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Отметим, что предположение о несжимаемости материала слоя 
непринципиально и принято в целях упрощения выкладок.

Обозначая малые возмущения напряжений, деформаций и переме
щений через <։*, . . .; е*. . . «*, •»*> ьу* и разыскивая решение урав

нений (1.2) в форме

«х= . •; «ж=И®4 • • •

'а/=ад°4-‘0У* (1.3)

в результате линеаризации указанных уравнений относительно возму
щений, будем иметь [2]

. бШ24-/л(Д3-*֊С2) тАВ тВС
61(1 | т)О։ 8х 6/(/4-/и)П* 6/(/-Нл)П2

. тАВ . 6/О’-1-лл(^2-|֊Сг) . тАС . , ,о =---------------т ----------------------------- *----- !----- С-е-----------------------
у 61(1-\֊т)Р- л 6/(/4-/?0О2 у б/(/4-?7/)О։ '

тВС . тАС . , 6/£>Чт(Л’-|-В2) . , , 
бЩ+тЮ* 6/(/4-т)Ои у 61(1-^т)Р'

^ = ^1. <2=7.;?2/. = = ° о-4)

Сюда еще нужно добавить уравнения равновесия и уравнения свя
зи между деформациями и перемещениями Коши, записанные со звез
дочками. В (1.4) обозначено

/=?(-о)>О, /71=тоУ(го)>О
Л=А-2Рз> С--=рх\рг Р֊ = р\-рур^р} (1.5)

Подставляя (1.4) в уравнения равновесия и затем выражая дефор 
.мации через перемещения, получим аналог уравнений Ламе

/ д'՝^ д1^ \ , дЧ՛*
- - 0х‘ дх' +х» \ ду2 1 дг։ / '^дхду 1 /։з - 

Охог дх

/ д։<,՛* \ , д21Г , д2(С»* , дз* /։
хо 1 ՛ - , । 

\ ох- дг2 ) <?у* 2 дхду ։ х5 . л ' 
дудг

“Г ՛, и
ду

/дАи* д'-ю* \ д2ау* . о2//* д’т/* до*
„ 4—~т՜) и-хо • 4- хз т~;—г*» , , ■ г* -г՜ — О

\ д.г2 ду2 / дг2 дхдг дуд г дг

_ _[ = 6//9’-гщ(Л>-|-С’) = 31Р*+т(Ы*-АВ)
^21՝ 61(1+т)О* ’ '2 б1(1+т)О։

* = 3/О2-т֊^(ЗО’֊ДС^ х = б1Р°--\-т(В։А-СА)
** 6/(Ц-/п)£>2 ’ 6/(/+т)О2

_ЗШ2-1 /д(ЗО2-ЛС) х _ бгР’-|-/п(Л’-1^)
61(1А~т)1У ’ Хв 6/(/-ьт)/92

Добавляя к (1.6) условие несжимаемости

ди^/дх ■ ди*]ду 4- дад*/дг = 0

(1-6)

(1.7)
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будем иметь систему четырех уравнений для определения п*, -о’, 
и о*.

Решеине системы уравнений (1.6), (1.7) для слоя в предположении 
затухания величин «*, и*, «>♦ и з* при /х24֊у*—ос ищем в форме 
двойных интегралов Фурье [3]

и* I
2х

ес
рЛ«» 2)ехр [֊/(«л-+^у)|^3 

— те

-у* = — 
2«

( И(а,р; г) ехр |—/(ях4-3у)]^яг/3

г) ехр [ — Цлх-т'1у)]сЬ(Г?

(а, 3; г)ехр[— /(ах-|֊£у) ]</я4/3 (1.8)

при этом относительно трансформант Фурье I/(а, *)•
^(а, 3; г) и V (а, 3; г) получим систему обыкновенных дифферен
циальных уравнений с постоянными коэффициентами

х0С/';-/х3а (х։а*4-х0^)£/-х։оф = О

хо^֊/х5ЯГ;֊(хоа«-|֊-/.^)1/--/2яЗг/-/ЗУ = О

% ֊ /х3ау; - «7+V; = о

/^/=0 (7 = /5Л^) (1.9)

Исследование уравнений (1.9) показывает, что система уравнений 
(1.6), (1.7) является системой эллиптического типа, а общее решение 
уравнений (1.9) имеет вид (черточка сверху означает комплексно-со
пряженную величину)

^' = 3/х5117г—(Л, а) (Эа8Ьад:-}-Э4сЬпг)4՝{Д։ а} (Э58Ьаг4-ЭасЬаг)

V = — 4՜ -^сЬ-рг) 4֊ (В, а} (Эаз1шг 4- Э4сЬаг) 4-

4 {В, а} (Э.^Ьаг + Э9сЬаг)

1Г=/— 4- Эа$1грг) 4֊ {С, а} (Э,сЬ«г 4֊ Э4$Ьаг) 4֊
Т

4- {С, а} (Э5сЬаг 4֊ Эв8Ьаг)

У, = Э3зЪаг 4 Э4сЬпг 4- Эь $\\аг 4֊ ЭвсЬаг

3>=Э,(а. ?), ^1,2........... 6
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{А, Л) - - (Л»-а’-С,?>) Л՜1, {В, Л}= (Л'-С,։1- X՜1
Хв *0

{С,Л}=֊(Л։7։-а4-С1а»3’-?<)(х(И\Х)-։

Х = Л4-С4А2а’-С5А»ЗЧСва*4”2С-а2^-С83«

С1 = (*1 2х» 4՜ х«)'^1՛ ~ (х2 Х1 уч4՜ х»)*©1

С3 = (Х1—X,—ХзЧ-Хз)*;1, СзНхо-т*!—%зК\ С5 = (хо4֊х<-Хз)х;։

Св = (х1—хз)хоХ. С;-=/(/4-/л)'։, с8=(х4—х5)х7

«={1/2|(«1֊Пх*4- (<Ч֊1)?’| +

+ 1/2^ йг(2—аг)л4 ч-1 а4—2( 1 -а։) (1 ֊ а,) )а’₽‘ + а,(2-а,)?«11'*

л /£>*+тр,(р,-рх) л ./£>։+/дрх(р։֊р,)<*1   о 1 - ------ и   0 - ---——
(/4֊/п)О։ (!+т)О*

а^З-Ц 2/^֊^(р;.֊4рхЛ4-р2) (110)
’ 1+т ‘ (/+от)О՛ ՝ '

2. Предположим, что сжимающие (растягивающие) усилия рл и 
р, мало отличаются одно от другого, то есть

А = Р(Нх). (2.0

Далее с помощью формул (1.10) получим асимптотическое (с 
точностью до членов О(х2) ) решение следующей вспомогательной 
задачи о равновесии слоя:

^(х, у,Л)=О, ^(х, у,Л)~О, </х, у, Л)=0

~'ЛХ> У* °) =0, т*ж(х, у, 0) =0, в;(х, у, 0) = -^(х, у) (2.2)

Здесь также возмущения напряжений о’, ... и д(х, у) стремятся 

к нулю при /х’-Ьу’-оо. Записав граничные условия (2.2) в транс
формантах Фурье и удовлетворяя им, найдем влд функций Э>(а, 3) в 
(1.10), и затем, отбрасывая члены порядка •/_’ и выше, получим

»•(х, у, 0) 1
2^0

\ \ 7-1^(а, ?; А)(?(а, 3) ехр [ —/(ахЧ-Зу)

£ (а. ?; Л) = сМ՜;//—соаш-'Л 
§Ь/г*[й+Лш~։$1п<07//

ц>2 -гЙ<»Г3(2-4-ш2)$1пу^Л
Й։ зЬЙ7Й-ЬЙа)"18{ПЧ>7Л

V 1+т к 1-\-пГ а = к>21 (2.3)

27



Здесь <2(з, 3)-трансформанта Фурье функции д(х, у). Удовлет 
вория теперь с помощью (2.3) граничным условиям контактной зада 
чн (2 - конечная область контакта)

да*(х, у, А) = 0, т^(х, у. Л) «О, т;г(х, у, А) = 0

•*„(*> У» °) = 0’ >(•*• У’ °); У. °)=° ((*. №)

«»*(*, У. 0)=/(х, у) = |^4-«х4֊?у-^(х, у)] ((х, у)ей)

О (У^+у^оо) (2.4)

получим относительно неизвестного контактного давления у), с; 
точностью до членов порядка у/, следующее интегральное уравнение:!

К(5—х, т]-у; Л)<7(;, ^'^ = 2г9/(л-, у) ((х, у)£Й) 

я

К(*. Г, 7 ։£( А 3; А) ехр|/(Ь+^)^а(/-5 (2.5)

и 7(;,

Здесь функция /.(а, & /1) определяется второй формулой (2.3).. 
<։֊!֊ах~ 8у — жесткое перемещение штампа, ^(х, у) функция, опи
сывающая форму основания штампа.

Переходя в уравнении (2.5) к пределу А —оо, получим интеграль
ное уравнение соответствующей контактной задачи для преднапряжен- 
лого физически нелинейного упругого полупространства, которому пос
ле преобразования ядра [4] можно придать вид

I 1 . < ^-уГ-С^Г
1/(<֊*)Ч('г֊у)։ 1(;-*)4-Нт}֊у)Т'2

= 2г0/(х,у) ((х,у)СЙ) (2.6) |

Интегральное уравнение (2.6) отличается от интегрального уран- I 
нения (3.3) [5] лишь значением контактной жесткости 0 и величиной I 
коэффициента ш8/Аг. Для того, чтобы перейти от уравнения (3.3) (5] 
к уравнению (2.6), достаточно сделать следующую замену величин:

2О/,¥(л) -9. Л(Х)/Мл)֊>ш« А» (2.7)

Па основании вышесказанного решение интегрального уравнения! 
(2.6) для плоского наклонного эллиптического в плане штампа будет ! 
даваться формулами (3.4), (3.5) [5], в которых только следует сде
лать замену (2.7).

Также, для неплоского эллиптического в плане штампа с центром | 
в начале координат, у которого главные направления поверхности ос
нования в точке касания со слоем совпадают с осями х, у (фиг. )), 
решение уравнения (2.6), удовлетворяющее условию равновесия шта.м- ՛ 
па, будет иметь вид (3.6). (3.7) [5]. Отыскивая решение системы (3.7) 
[5] в виде [5]

28



(2.8)

с точностью до членов порядка •//, найдем

иЛ 
е==-1-Д(^)

Д(<’։)-- I1—Ժ)1 £8 , ЦтД(л:)=1/3 (2.9)
К(2£-К)(1-е‘)-£(ЗЕ֊2К) -‘-о

Здесь К К(е) и Е~Е(е) полные эллиптические интегралы 
первого и второго рода. График функции Л(е’) представлен на фиг. 2.

Можно заключить, что увеличение преднапряжения вдоль одной 
из осей приводит к «вытягиванию» эллиптической области контакта в 
том же направлении, причем чем меньше эксцентриситет площадки 
контакта, тем сильнее проявляется этот эффект.

Автор благодарен В. М. Александрову за постановку задачи и вни
мание к работе.

ՆԱԽԱԼԱՐՎԱԾ ՖԻԶԻԿՈՐԵՆ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ԱՌԱԱԴԱԿԱՆ ՇԵՐՏՈԻՄ 
ԴՐՈՇՄԻ ՃՆՇՈԻՄՍ

Վ. Ս. ՊՈՐՈՇԻՆ

II. մ փ ո փ ու մ

Դիտարկվում է շերտի կողերին ղուգահեռ, երկու փոխոլղղահա յա ր ա- 
ռանըրների ուղղությամբ տարբեր, անվերջում հավասարաչափ բաշխված 
ճիգերով նախապես չարված ֆիզիկական ոչ գծային առաձգական շերտի կոն֊ 
ււ սկտային խնդիրը։ Առաջին մոտավորությամբ հաստատված է Լրիվ անալոգ 
նախալարված ֆիզիկական ոչ գծային առաձգական կի սատ ա րած ո ւթ յուն ու մ 
դր՛ո՛շմի ճնշման և նախալարված երկրաչափական ոչ գծային առաձգական 
կիսատարածության կոնտակտային խնդիրների Համար։

^ո,49 է տրված, որ պլանում ոչ հարթ էլիպտական դրոշմի համար մի ա- 
ոանրրի ուղղությամբ սկզբնական լարումների մեծարումը բերում է նույն 
ուղղությամբ կոնտակտի էլիպտական տիրույթի ձգման:
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STAMP PENETRATION IN AN INITIALLY STRESSED PHISICAL 
NONLINEAR ELASTIC LAYER

V. S. POROSH1N

Summary

The contact problem for a physical nonlinear elastic layer Initially 
stressed with forces uniformly distributed over an Infinite body has beei 
treated; the forces differ along two mutually perpendicular axes an։ 
are parallel to the layer boundaries

At the 
penetration

first approximation, an equivalence of the problem of stamp 
Into the Initially stressed (stresses differ along two mutually

orthogonal axes) semispace with physical nonlinearity, with the problem 
of prestressed (nonunlformly along two mutually orthogonal axes) semi 
space with geometrical nonlinearity has been established.

It has been shown that for a nonplane elliptic stamp an Increase 
In the Initial stresses along one of the axes leads to .stretch“ of the 
elliptic contact domain In the same direction; herein, the less the con 
tact area eccentricity the stronger the effect Is manifested.
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