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Рассматриваются вопросы построения стабильных дорожек и ин­
тегральных многообразий для дифференциальных игр в случае m це­
левых множеств. На базе этих мостов определяются стратегии игроков 
для игры, изученной в [1]. При определенных условиях указываются 
наиболее узкие классы стратегии, в которых существуем седловая точка 
игры.

§ 1. Стабильные дорожки

Пусть задана конфликтно-управляемая система

x=f(t. х, и, г») (1.1)
где x£Rn, u.ÇPc.Ri\ •vEQC՜/?*, функция /(•)։։ множества P, Q удов­
летворяют условиям из |2].

Допустим, что заданы компакты Мь и Д' (А=1, . . ., т) в прос­
транстве {/, jc}Ç/?«+։.

Определим стабильную дорожку [2] для первого игрока, распо­
ряжающегося выбором я.

Рассмотрим уравнение в контингенциях

x£H(t,x) (1.2)
где Н— Псо| f : f—/(t, х, и, г՛), и£Р 1

։С-0

Пусть числа /0 и с таковы, что з (/0, . . ., /£р0. 0|; здесь
функция з (/х. . . ., /„,) н момент окончания игры 0 определены в [1].

Пусть система (1.2) допускает хотя бы одно решение, удовлетво­
ряющее следующим краевым условиям:

{tik, {/, x=w(/)}6-V (1.3)

где ЧФо. ôb м);

k-pl\ v(tv . . ., iw)-<c
Обозначим через дорожку {/, a*=w(/)}. Справедливо следующее 
утверждение.

Теорема 1.1. Пусть множества //(С х)^ 0 для всякой позиции 
{С х} из открытого множества I) пространства {С x}ÇRn 1 и пусть
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существует по крайней мере одно абсолютно-непрерывное решение 
х = да(/) уравнения (1.2), находящееся в области О и удовлетворяю­
щее условиям (1.3). Пусть также в открыто: области выпол­
няется условие седловой точки |2] для маленькой игры. Тогда пози­
ционная стратегия и, : /л(/, х), экстремальная к мосту обеспе­
чит перемещение всех позиций {/, х[/, /0, х0, и, ]} до встречи со 
всеми множествами Лк внутри V с показателем

7(А'| • ])=з('1(А'1 • |).........тт(х[ • ]))<СС,
как бы ни действовал второй игрок.

(Функционалы -Дх| • |) определены в |1|).
С целью построения ^-стабильной дорожки И7(*), рассмотрим 

следующие уравнения в коптингенциях:

х^(/,х) (О՝(/,х)=£0) (1.4)
где О(/, х)= (’ /=/(/. х, «, и),и^Р
Пусть система (1.4) допускает хотя бы одно решение {/, х--гг>(/)} 
при начальных условиях {/0> х0 уклоняющееся от множеств
/И* внутри V, то есть удовлетворяющее условиям (1.3), причем

7(11' ( - ))=о(/։.........
Здесь к—первый момент встречи решения {1,х- ©(/)} с множеством 
Мн внутри Л՛. Обозначим через М7<^>, дорожку

{/. х=^(О}-
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.2. Пусть (7(4 х) 0 для всякой позиции {/, х}£/?я+։ 
и пусть существует по крайней мере одно абсолютно-непрерывное 
решение х=ы(1) уравнения (1.4), проходящее в области И, удовлет­
воряющее начальному условию х։>=и<(/()) и уклоняющееся от мно­
жеств ЛЛ внутри V в смысле з(/։, . . .. 1т)^>с. Пусть, также, в от­
крытой области 79*. охватывающей кривую {I. х = выполняется
условие седловой точки маленькой игры |2]. Тогда позиционная 
стратегия 14-5-^(4 х), экстремальная к мосту обеспечит укло­
нение всех позиций {4 х|/. /0, х0, 14]} от встречи с множествами Л1(1 
внутри /V так, чтобы у(х[ • |) = з(-1(х| • |), . . -от(х[ - ]))>с, как бы 
ни действовал первый игрок.

Доказательства теорем 1.1 и 1.2 подобны доказательству анало­
гичных утверждений из |2].

§2 . Стабильные интегральные многообразия

Сначала построим стабильные интегральные многообразия для 
первого игрока.

Пусть множества х)(^ДГ! 1 выпуклы, ограничены и полуне­
прерывно зависят от (/, х)£/?л‘-։ в открытой области /.). Рассмотрим 
уравнение в контингенциях 
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-^(Ь *) (2.1)
Пусть множества Л’(/, х) при всех (1,х)^И удовлетворяют условию

Л(/, х)Г|сб?1/:/(/, х, и, V), #£Р|=£0 (2.2)
при любом Пусть для любой точки х*)£1) определен пучок 
решения х(/Л, х*, О), каждое решение х^х(1, д\) которого
удовлетворяет уравнению (2.1) и продолжено или ю границы облас­
ти £>, или до выхода из области V.

Сформулируем следующее условие.
Условие 2.1. Примем, что выполнено это условие для точки 

(Ьи хо)£& » с՝ если каждое решение х=х(1, /0, х0), входящее в пу­
чок х(/0, х0, О), проходит через все множества ЛЬ, внутри Лг с 
показателем ;(х( • ))=з(т։(х( • )). ... т,„(х( • )))<с

Пусть . /.7,։0—произвольный набор чисел. Опре­
делим следующие множества:

Мб«. ЛЬ:........ Ь,, Л1^)-{(/,х):/=Ь,. Л*€/Иц(//д)П

П|'^(Ь|։, х*) ‘ Х{ *5 хь) € х(Ьл_р X*, /?);

х(ЛЬл_։, л\)Г [ГЛЬ(О : ^/\(Ь........ Ь)] = 0 при
(2-3)

ХУ> Ск_р х^)( Л'(О=г0 при

(Ьм_р х*)6/.й-1( • )} (*-- 0........ гп-\- /.0 = (/0. х0))

где Л!(/*)=Л/11Л! П[(Л х) : / =/*; |.
Обозначим через и,/А.(//1, ЛЬ,. . . ЛЬл) замыкание в /?я+’ мно­

жества {(/, х) :х=х( • ; х։)С4Ч» Х.:, ^): ЬА</<т(х( • ), [ШЬ:
• ........ а));(6л< • )) (Л=0........ /«-1; 1^(6.. /И/.) Н70).

Если ..(/,,, ЛЬ,, . . ЛЬМ) _•• 0. го оно является //-стабиль­
ным мостом, обрывающимся па целевом множестве \(уМ::^1 ...
.... Ь)| не позже, чем в момент внутри Л՛. (Последнее утвержде­
ние следует из условия 2.!.). Здесь через -(х( • ), Л!) обозначен 
первый момент выхода х( • ) на множество М внутри Л.

Прежде чем определить кусочно-позиционную стратегию (֊'՛.■ 
(КПСС՛..), сформулируем следующее утверждение, справедливость 
которого легко проверяется.

Лемма 2.1. Пусть система непрерывных функций Ф— }<р(х)}Х 
X (?(х): |я, Ь\-г/{՞) компактна в себе в метрике С|0.о), а последова­
тельность {(хк, у*)} сходится в метрике /?с+1 к точке (х, у) и для 
всех к существует <р*£Ф такое, что Ум = <рх(хд). Тогда существует та­
кое ?(.т)^Ф, что у ?(х).

Определим !<ПС£/, следующим образом.
Пусть система выходит из позиции (/0, х0) и первый игрок вы­

бирает экстремальную стратегию относительно моста Й7О^0. Из
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условия 2.1 следует, «ito WZo7 0 и обрывается на( UMt: /£/] внутри 
.V не позже, чем в момент U. Следовательно, эта стратегия обеспе­
чит сближение позиции (/, х|/, 10, х0. £/г|), например, с множеством 
М/։ (Л£/) в момент //։, причем о(//։, . . //։)=сс. Позиция (f/„ x[tilt
/0. х0, Ue]) принадлежит замыканию в /?л+։ множества /.,(//„ М,։)/=0 
Из условия 2.1 и леммы 2.1 следует, что мост 117, <-0

(thtx\ihyi.y x^U^W^h՝ Mh)
и обрывается на множестве [ö'Afj:/£/\/j | не позже, чем н момент 
0. Выбирая экстремальную стратегию относительно моста W\( • ), 
первый игрок обеспечит сближение позиции (/, xl<,fo, х0, 4Д?]) с 
некоторым целевым множеством (;2^/\у\) в момент //,. причем 
e(ft։.........где U/,=6։, = £~2» . . .. tn- (Так как в про­
тивном случае хотя бы на одном решении х( • ; /0, x0)£z(/0, х0, /3) 
значение ;(х( • ))>с, что противоречило бы условию 2.1). Таким об­
разом. КПС^Л и движение (f, х|Л/0, х0, ü’J) для двух шагов опре­
делены.

Продолжая построение К ПС 64 и движения (/. x\t, /0, х0, 6>|) 
до последнего шага, придем в позицию (Gm_։» х|4те_։. 4г хо» £4|). 
принадлежащую замыканию множества /.m_i (//։, ЛТ։, tJ/r ,, М/л։_։) ■՛ 
-Л0 (2.3), причем в(0,........М«-', где »/,«=//,............ ։>/ш-1 = })/Л = 6я։_ь
Затем выбирая экстремальную стратегию относительно моста

(//,. Ж/։, . . , М/и_։ )т֊ 0

первый игрок обеспечит сближение позиции (/, х|/, <0, х0, Ut\) с. 
множеством Л1,гя в момент tim, причем s(ö։........ где

= (Так как в противном случае хотя бы на одном решении 
х( • ; /0, х0) из пучка х(/0, х0, D) значение *г(х| • |)><\ что противо­
речило бы условию 2.1).

Отметим, что при формировании КПС64 функция а (/, х, 1>,......öm)
и функционалы <рл(х| • ]), приведенные в |1|, формально определяют­
ся следующим образом.

Пусть ։, ։>]. Функция а(/, х, и,........ определяется как
экстремальная стратегия ие(/, х) относительно моста VI/., ...
•••’ Ач, р M/ft_։). Момент tik и функционал ?л(х| • |) определяются из 
условия

<Ых| • 1)=Ь = / 00 пр"™ 1 р hk | ./Jk при t <оо

*;*=т1п{/Ы/д_։: х, х[/, /0, х0, Uf\, i)....... 6>_։)П

П|^:^/\(Л......Л֊.)|^0}
где /?,.(/. X. х |/. /0, х0, £/,], /у,......//А_։) = {(/, и>0): (Л о>0)С ^д_,( . ).
ИЛ' — <°oll = mln Цх — м»й. при (Л и») £ U7Ä-1 Л1/„ . . 0к_։, }

Номер jh определяется как наименьший из номеров /^/\0։,...,/л-1), 
для которого /?*(/, х, х [/. /0, х0, Uf ]» tK......6>_|)0
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Таким образом, КПС(Л и движение (/, х|г,/0,х#, О’г|) полностью 
определены. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть для всякой позиции (С х)£О выполнено 
условие (2.2), а для (/0. х0)£О и с выполнено условие 2.1. Тогда по­
строенная КПС4Л обеспечит первому игроку сближение движения 
(/, /0, х0, £Л|) со всеми множествами внутри .V с пока­
зателем . ., гп(х| • |))15с, как бы ни действовал второй
игрок.

Построим стабильные интегральные множества для второго игро­
ка. Рассмотрим систему уравнений (2.1) при выполнении всех выше­
указанных условий относительно множеств Л(/, х) и предположим, 
что вместо условия (2.2) имеет место следующее условие:

х)Псо[/:/=/(/, х,и, -у); г»СР|У=0 (2.4)
при любом и£Р и всех (/. х)£/Л

Пусть для любой точки (/*< х>&)^1) определен пучок решений 
х(/#, х*, £)), каждое решение из которого удовлетворяет уравнениям 
(2.1) при (2.4) и продолжено до границы области [).

Обозначим через 0{М) и /7(Л ) открытые окрестности множеств 
.М и Лг в пространстве ((;л,Н/?'1+1.

Символом Л обозначим замыкание множества А.
Сформулируем следующее условие.
Условие 2.2. Примем, что выполнено это условие для точки 

и если каждое решение х( • ; Го, д-0, О), входящее в 
пучок х(/0, л*0, I)), удовлетворяет условию ■1-(.г( • )) -з(т։(л’( • )),... 
..., 'т(х( • )))>с, то есть каждое решение л՜ ( • , х0) или не встре­
чается хотя бы с одним из множеств М։1 (к£Г) внутри .V до момента 
О, или выходит из А՛ раньше, чем встречается со всеми множествами 
/И* ££/, или проходит через А՛՛ и встречается со всеми множествами 
с показателем ч(х( • ))>с.

Пусть /0^6։ ^ ... =С произвольный набор чисел. Опре­
делим следующие множества:

М,.........Л*. .'И/,) = {(Лл*):/ = 6м; х = х(1,к, );

*( • •. 6*_։. ^)€*(6Л_р О); х(С

..../\-1))ПГ/| = 0 при х(6А, /1Д_։;
(2-5) 

л\)П1^(.иЛ)Г|Гч1^г: А-(Л^_1։ х,)(1[/У(Л9ЛГг1^0

при ‘ )} (*=0,...» ш; А^(6։, Л4,в) = (/0,х0))

5*(6П М1։, .. ., 6Д. ^4) = {|/?'’-’\Я(Л՛ )]П|(С х): х£/?«|}и

и{^ + 1\^,(^ ......О, ...... /Л);
к-0, .... т — 1. (2.6)
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Обозначим через .И/։, . . (1к, Л£к) замыкание в /?Я։|
следующего множества:

{(/,х):х=х(Л/1Л_1։ д\); х( • ; х#)е*(6*_г х*. Е»;

• ). $А(6„ ЛЬ,........ Л^)): (/,А. • )} (2-7)
к=0.........т 1

Множество 1<7)р( • ) является ^-стабильным и обрывается на 
множестве 5А(/1։, М<.......... (1к, .М.Л).

Затем подобными рассуждениями, как при доказательстве тео­
ремы 2.1, используя условие 2.2 вместо условия 2.1, строится КПС14— 
экстремальная к системе мостов (//,» И/։, . . М1к). Имея в
виду, что моменты /у...........1,^ участвующие в определении мостов

• )• на движениях х|/, /0, х0, ИР| удовлетворяют условию 2.2, 
а (Л*1 • 1) ПРИ заключаем, что па всех движениях х[/, 10, 
-То, 14| выполняется неравенство т(х| • ; /0, х0,

Таким образом, справедливо утверждение
Теорема 2.2. Пусть для всякой позиции (/, л)£/9 выполнено 

условие (2-4), а для (/0, х0)££) и с выполнено условие 2.2. Тогда 
КПСК, экстремальная к системе мостов №’<*’>( • ) (2.7), обеспечит 
второму игроку результат *(х| • |) з(т1(а*| • |).........-,п(х| • ]))><?, на
всех движениях х-Л х0, Г՜,. |, как бы ни действовал первый игрок,

§ 3. Альтернативные утверждения и оптимальные стратегии на базе 
априори стабильных мостов

Покажем, что в рассматриваемой игре имеют место утверждения 
типа альтернативы [2] в классах чисто-позиционных стратегий первого 
прока и кусочно-позиционных стратегий второго игрока и в классах 
кусочно-позиционных стратегии верного игрока и чпето-позниионных 
стратегий второго.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 3.1. Пусть для всех позиции (Л х) из некоторой от­

крытой области Г), содержащей начальную позицию </0. х0), выпол­
нены условия седловой точки в маленькой игре и условия леммы -19.3 
из [2] Если при этом существует решение Ходор, /0, х0) уравне­
ния (1.4), для которого позиция (/, гс/(/, /0, х0)) уклоняется от мно­
жеств М>. (г£/) внутри /V в смысле с( • )>с, то экстремальная к до­
рожке стратегия К-: г։((г. х) обеспечит перемещение всех по­
зиций {/. х[/, /0, х0, 44]} с показателем =( • )>с. В противном случае 
КПС£> обеспечит сближение движения {/,х[г, /0, х0, 47е|} со всеми 
множествами Л1, внутри Л՛ с показателем з( • )<С£.

Справедливость первой части теоремы вытекает из георемы 1.2, 
а второй части—из теоремы 2.1.

Из теоремы 1.1 и 2.2 вытекает справедливость следующего утверж­
дения.
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Теорема 3.2. Пусть для всех позиций (/. х) из некоторой от­
крытой области И, содержащей (?0, л0) и множество .V, выполнены 
условие седловой точки в маленькой игре и условие леммы 49.4 из 
[2]. Если при этом существует решение х = -ау(Л /0, х0) уравнения 
(1.2), для которого позиция (/, ад(/, х0)) сближается со всеми мно­
жествами /И/ (/£/) внутри .V в смысле *( • )<£ [1], то позиционная 
стратегия ис--ис((, х), экстремальная к дорожке (/, х--= то(/, /0. х0)), 
гарантирует для всех движений (/, х|/, /0, х0, 44]) сближение со все­
ми множествами М։- 1^1 внутри Л' в смысле -( • )«сс. В противном 
случае кусочно-позиционная стратегия второго игрока (КПСР'с), оп­
ределенная на множестве пучков из решений уравнения (1.2). обес­
печит уклонение движения (/. х|/, /0. х0, 141) от множеств внут­
ри V в смысле в( • )^>с.

В заключение этого параграфа покажем, что при определенных 
условиях на базе стабильных, дорожек и стабильных интегральных 
многообразий существуют оптимальные стратегии из класса чисто-по­
зиционных для первого игрока и кусочно-позиционных для второго 
игрока. Докажем следующую теорему.

Теорема 3.3. Пусть все условия теоремы 3.2. выполнены. Тогда 
игра на минимакс-максимин полунепрерывного снизу функционала 
«( • ) [1] имеет седловую точку (6/°, КПС1/0) в классе чисто-позицион­
ных стратегий первого игрока и кусочно-позиционных стратегий вто­
рого.

Доказательство. Пусть (?0. х0)£О и из точки (г0, х0) выходит 
пучок решений {г, да(/. /0, х0)} уравнения (1.2) в случае, когда усло­
вия леммы 19.4 из |2| выполнены. Предположим, чти среди этих ре­
шений найдется, по крайней мере, одно решение х= ау(/, /р, х0), на 
котором функционал а(-.1(<^( •))... ., '/пСк-*( • ))) принимает конечное 
значение. Продолжим все решения пучка {/. гг-(т. 10, х0)) в замыкание 
множества {(/. х): (Л х)£7?л {(, х)Г.\՜] до момента 0 так, чтобы по­
лученный пучок был компактным в себе в метрике С,. Здесь мо­
мент 0 определяется как в 11], но для е =«("։(«»( • ))».. . 'т(^( • ))). 
Тогда определенный на компактном в себе множестве функций из 

полунепрерывный снизу функционал з( • ) принимает конечное 
значение

7° = Ф։(®°( • ).......................• )))
Покажем, что *[° определит цену игры. В самом деле, с одной 

стороны, чисто-позиционная стратегия Ь'с :■ х), экстремальная к
дорожке (/, ад°(/, /0, х0)). обеспечит сближение позиции (/, х|/, /0, х0, 
£7“]) со всеми множествами ЛЬ,-внутри .V с показателем с( • ) <у°, 
с другой стороны, при любом г<7°, согласно теореме 3.2, на базе 
пучка {4 и։(Л/0, х0)} всех решений уравнения (1.2) можно опреде­
лять КПС14 второго игрока, обеспечивающая уклонения всех движе­
ний (/. х|/,х0, К]) от множеств Л4* внутри .V с показателем 
з( • )>с. Но так как обе стратегии ((/?, КПСУ?) формируются на од­
ном и том же пучке, то КПСУ? обеспечит второму игроку результат 
з( • )^*° на движениях {/,х|С Го, х0, I/?]}.
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Пусть теперь, среди решений уравнения (1.2) нет ни одного, на 
котором функционал з( • ) принимал бы конечное значение. Тогда 
КПСИ?» определенная на базе пучка {Л х0)}, обеспечит укло­
нения всех движений {/, л-|/, /0, л0. |/?]} в смысле ?(х| • ])=оо.

Утверждение теоремы 3.3 будет справедливым, если полагать 
7° ~ 'io — °°-

Таким образом, георема 3.3 полностью доказана.
Автор благодарит академика Ы. 14. Красовского за постановку 

задачи.

Ս8ԱՈԻԼ ՐԱՋՄՈՒԹՅՈԻՆՆԵՐՐ ԴԻՖԵՐԵՆՑԻԱԼ ԽԱՂԵՐՈՒՄ tn 
ՆՊԱՏԱԿԱՅԻՆ ՐԱԶՄՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

1Г. ս. ԴԱՐ1'|’1Հ5ԱՆ

Ա il փ и փ nt մ

Դիտարկվում են ււտաբիլ ճանապարհների և ինտեգրալ րաղմաձևևրի 
կաոուցման հարցերը , համապատասխան կսնտինգենցիանեըով հավասարում­
ների լուծումների հիման վրա։ հղելով այդ լուծումները Լատուկ ձևով րն- 
տրրված րա գմո։թշունների վրա կառուցվում են и nt արիք կտմ ուրշների համա­
կարգեր, որոնց նկատմամբ հբստրեմալ ստրատեգիան ապահովում է /էէ բազ­
մությունների հետ մ ո տ ե գ մ ան ե ն րան գի у գոնե մեկից ՛շեղման խնդիրների 
լուծումը։ Որոշակի պա յմ անների դեպքում նշվում են ստրատեգիաների ամե­
նանեղ ղասերը, որոնցում գոյություն ունեն օպտիմալները, երբ խաղի գինը 
որոշվում է մեկ ներքևից կիսաւոնրնգհասւ. բավականին ընղհանուր տեսքի 
•՛ի ուն կցի ո նալս վ:

STABLE SETS IN DIFFERENTIAL GAMES IN CASE OF m AIM SETS
M. S. GABRIELIAN

S u m in а г у
The question ol building stable paths and integral manifolds are 

considered here on the basis oi solutions of corresponding equations at 
contingations. Breaking these solutions into specially chosen sets, stable 
bridges are constructed. The extrema։ strategies related to those bridges 
provide the necessary result ot the game, as well as the approach to 
every set or the derivation from at least one oi the tn aim sets.

In certain conditions the narrowest classes of strategies, In which 
the optimal ones exist, are indicated, when the value of the game is 
determined by a semi-continued functional from below, which has a rat­
her general form.
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