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АНТИПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ТЕЛА С ГРЕЩИНОП II 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ УПРУГИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

КАЛОЕРОВ С Л

В работе (1) приведен метод определении напряженного состоя 
ния и коэффициента интенсивности напряжений для .hitihi.uk кон де­
формации многое ня эного тела с трещинами, исследовано влияние их 
близости к поверх костям цилиндрических полостей и «степень* ани- 
ютропнн .материала на концентрацию напряжений В данной статье 
исследуется влияние упругих включений на изменение концентрации 
напряжений. Аналогичные исследования влияния круговых упругих 
включений для плоской задачи изотропного тела приведены а рабо­
тах [3—7]

§ / Рассмотрим бесконечное ортотропное или изотропное тело с 
ДВУМЯ ОДННгКОШДМИ <ЛЛ1ППИЧеГКИМИ (КРУГОВЫМИ) ЦИЛИН ТрНЧ1Ч КП.МИ 
включениями из упругого материала и симметричной «туннельной» 
трещиной между ними Будем прел пол а । ать. что на поверхности со- 
прикосновения имеют место условия идеального контакта, на бесконеч­

ности тело загружено усилиями
♦У =р, «’хв0. В сечении тела с

Ц 1։ плоскостью, перпендикулярной оси
продольного сдвига, получается 

। . 1 многосвязная область, ограничеи-
*■ ------------------- * ная эллипсами А։. Да и разрезанная

отрезком длины 2/ (фиг. I). Обоз-
Фнг. 1 начим полуоси эллипсов и расстоя­

ние между их центрами через а, 
Ь и 2й. В качестве частного случая будем рассматривать также тело 
с трещиной и одним правым включением.

Определены напряженного состояния рассматриваемого кусочно- 
однородного тела сводится [I] к нахождению комплексных потенциа­
лов г,(сл) и <?’(<?’,) из соответствующих граничных условий.

Функция ?,(£,) кусочно-голоморфна R многосвязной области 5д։ 
ограниченной контурами Д„. получаемыми из и /., аффинным 
преобразованием гэ»х4-/рду. где / С,г (]у։: С),г, С/уг — модули 
сдвига для соответствующих направлений. Отрезок ] — /, /| является 
линией скачков ?а(~л).

Функция Фа(га)- <(*») имеет вид |1|
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ф (Г ) - , V __  -1------—I!_______  (II)
’ з1.֊3> - .. . • £4 . ГЧ ■ 'А- I ’-1'

л(гз) ЫЛ(^)[ч '2

Здесь <,0= р/2; X (г3) = Гз-- /*

'.։(;3) -переменные, определяемые из зависимостей 

г,+Л-йЛ+т1') (1,2)

/? _2±М (ЬЗ)
2 3 «+М

г—величина, равная 0 для случая одного включения и I для случая 
двух включений; Ьь -неизвестные вещественные постоянные.

Функция голоморфна в эллипсе получаемом из Л։ аф­

финным преобразованием г.’-=х4-/3’у, где 3’ = V 0'^., 0^—мо­
дули сдвига для материала включений. Поэтому (г1.) можно разло­
жить в ряд по полиномам Фабера для эллипса Л.’։ |2]

2А--О
Здесь

р0=1,
^-переменная, определяемая из зависимости

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Из условий идеального контакта (напряжения и перемещения на 
поверхности равны) получим

У1
2Ке?։(г։)=2Ке1(>'(г>): 2 Ее |։ъ(г3)| = -2йе |А?’(^՛) I ПП 

7.
При этом

х-У х>=/дахл.-

Удовлетворяя граничным условиям (1.7) на контуре /., (при 
этом в случае двух включении условия на /-2 в силу использованной 
симметрии удовлетворяются автоматически) таким же образом, как 
и в работе [1], получим следующую систему линейных алгебраичес­
ких уравнений для определения /?*, р*:

У (5а-֊1—= 0

I ֊ '2 К1 п-1 — 1 -Г ( I 1 м5)г(^Ая_։—т3Л>л...|)|&* 4-
х-։

+ 2 (1֊ «>^*.| ֊ 2՛ т'Г'вь-'Ь'-* 2 -г 2 (1~г>.-А- л+1 Ь,-
к-1 А-^л
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— V |/2А--~(14-т}")?я=—(1 + л։«)дГав(51Я-1—>) 
*--л4֊2 /?л

У, — ГП'&к+пЛ-! -I г(Ая-։—/п3Олл+1)рк — (1.8)
>=1

- — 11 + - ֊<( 1 - ֊) I?.-֊</»(в,г. .,֊ т,В,„ ,) 
2/?3 [ х \ х / ]

где ВГ։, В1Г1. Г)кг—коэффициенты следующих разложений:

Х’1«,)= V ЯЛ(г5); 23Х-\^) 2 
л-о л-а

(1.9)

Нт^Н’ * = У £>*„₽/,(*.) 
л-0

Рл(г3)—полиномы Фабера для эллипса /лп.
После решения системы (1.8) будут известными функции Ф3(г3) 

и Фз(гр = ?3’(з^). Это позволяет найти напряжения

-л/ = -2 Ее [/?։Ф,(г,)|; -у.- = 2 Ее Ф3(г3)
(1.10)

- 2Ее[ ^Ф‘(г«)]; т»,- 2 Ее Ф’(г‘) 

а также коэффициент интенсивности напряжении [1]

*’= М»/Г+1 > | Ч(Ьг+I (111)
При вычислении Ф|(г‘) нужно пользоваться формулой |2|

֊■ ><Ч> (*=2. 3. • ■.)
к '\з и—1

(1.12)

д ։’ /?; ’ 21 ։)՜ (/?՛)•
§2. Численные исследования были проведены для случая, когда 

упругие постоянные включений были пропорциональны упругим пос­
тоянным тела

О’г=).О^ (2.1)

Для таких включений

?1=33: гп^.щ^ х1/х=л-1 (2.2)

В табл. I приведены значения -отношения коэффициента интен­
сивности напряжения Ь3 к соответствующему коэффициенту А$=р// для 
бесконечного однородного тела с трещиной, а в табл. 2 с точностью до- 
множителя р—значения максимальных нормальных напряжений в 
теле около контура его контакта с правым включением. При этом ечн- 
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талось, что 6/а«=1. На- 1,25; е = /,(Л—а)=0,5. Коэффициент А$о и 
данные табл. 2 относятся к случаю двух включений, й"0— коэф­
фициенты для правого и левого концов трещины соответственно; зна­
чение /■ соответствует случаю неподкрепленных полостей.

Таблица 1
О«

<» 100 10 2 0.5 0,1 0.01

0.5 3,267 3,192 2,648 1,509 0,630 0,254 0,160

*з+о 1,913 1.891 1,716 1,263 0,769 0.480 0,295
1.682 1.665 1,5-36 1,197 0,826 0.607 0.542

1.0 3,147 3.083 2,601 1,521 0,602 0,178 0,067
1,781 1,765 1,634 1,254 0,752 0.401 0.286

*30 1.621 1,608 1.506 1.204 0.800 0.514 0.420
2,0 ЬТ*30 2,977 2.919 2.482 1.493 0,606 0.155 0-027

*30 1.635 1 »624 1.529 1,227 0.753 0,352 0,204
1,532 1,523 1.445 1.192 0,789 0.440 0.310

Таблица 2
Одл

Оух
-

0 30 60 90 120 | 150 | 165 | 180

0,5 ос "о 2,69 1,90 0,86 0,16 0,56 1,94 3,16 4,80
2 1,45 1.14 0,59 0,03 0.54 1.15 1.49 1 »93
0,5 0.00 0.62 1,07 1.23 -1,01 -0,56 -0,31 0.00
0.1 -г 0,00 0.78 1.31 1,51 ֊1.22 -0.58 -0,27 0.00

1,0 ОО 2.22 1,96 1,25 0.28 0.77 2.01 2,82 4.29
2 '4 1.38 1,20 0,71 0.05 0.62 1.20 1,43 1,87
0.5 0.00 0,66 1,13 1,29 -1.07 -0,55 -0.29 0.00
0,1 ~г 0-00 0.88 1,51 1.69 -1.32 —0.54 -0.22 0,00

2 00 1.89 1,90 1,70 0.49 1,00 1,96 2.53 3,89
2 ՝ч 1.31 1,22 0,89 о.ю 0.74 1,20 1,37 1.80
0-5 0,00 0.70 1,21 1,37 — 1.11 -0.53 -0.26 0,00
0,1 0,00 1.03 1,75 1.93 1,44 -0.47 -0.15 0.00

Из таблиц следует, что подкрепление полостей упругими вклю­
чениями приводит к снижению концентрации напряжений около тре­
щины и полостей. Анизотропия материала существенно влияет на 
напряженное состояние тела, если жесткость включений значительно 
отличается от жесткости материала тела (Х^= 10; /-^0,1).

лЧ-РПЧ ьч 1Шти«|ЦЛ> Ь1.1’<П8и«։аъ ЪЬРО’РЦ.ИЪЬРПЧ 
1П).Р1ГЪЬ ZUJiU.ZU.Pfr 'И։.Ъ11Р1Ги.В1’11.'ь

и. и. ЩЦПЬРПЧ 

и. И ф и ф III И

/// ptn.it I, ишрт[ ['ину! штЬ/нл •» «///

г[Ы{>п(н1 1и1[п1и։^111 /(А/ I/ [шрт /Лил 1Ли>[п1п1р
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ANTIPLANE BODY DEFORMATION WITH CRACH AND ELLIPTICAL 
ELASTIC INCLUSIONS

S. A KALOYEROV

Summary

The distribution ol strains in an anisotropic or isotropic body with 
.tunnel* crack and elliptical elastic inclusions Is investigated.
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