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В настоящей работе рассматриваются задачи о распространении 
волн с медленно меняющимися амплитудами и фазами [1] на поверх
ности раздела жидкости с физически нелинейной упругой пластиной 
при наличии изгибных волн в ней. Получается нелинейное дисперсион
ное соотношение, играющее основную роль в условиях устойчивости 
решений уравнений модуляции амплитуд и фаз. Применяется вариа
ционный принцип для системы жидкость-пластина путем сложения 
проинтегрированных по глубине лагранжианов жидкости [1] и плас
тины [2]. Решение для бесконечно глубокой жидкости, покрытой 
пластиной, получено [4], где дается решение как указанным методом, 
так и путем прямого решения уравнения Лапласа для жидкости и 
удовлетворения граничных условий на границе раздела, причем ре
шение ищется в форме разложения Стокса [I] в виде суммы последо
вательных гармоник. Совпадение решений, полученных последним в 
вариационным методами для бесконечно глубокой жидкости, дает 
уверенность в том. что метод настоящей работы является соответст
вующим рассматриваемой щдаче. Показано, что наличие пластины уве
личивает продольную и уменьшает поперечную устойчивость (31 мо
дулированных волн в некотором диапазоне.

В работах [7, 8] имеется обзор задач распространения линейных 
и нелинейных волн по поверхности жидкости, покрытой упругой плас
тиной. Линейная задача об изгибе пластины пол действием сосредо
точенной силы с нахождением асимптотики в виде волн с медленно 
меняющейся амплитудой решена в [6]. Исследование уточненных 
теорий для пластин, которое необходимо при высоких частотах, дано 
в работе [9]. Для жидкости конечной глубины со свободной поверх
ностью уравнения модуляции амплитуд и фаз квазимонохроматических 
золн и условие устойчивости волновых пакетов рассмотрены в [I].

Рассмотрим волны на поверхности жидкости конечной глубины, 
ограниченной нелинейной упругой пластиной. Для решения данной 
задачи применим вариационный принцип. Сущность задачи заключа
ется в следующем: несжимаемая весомая жидкость конечной глуби
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ны Ло покрыта вдоль поверхности г=0 пластиной. С помощью ва
риационного подхода находится усредненный лагранжиан. Движение 
жидкости рассматривается в эйлеровых координатах X. У, Я, а урав
нение пластины — в лагранжевых х, у, 2. В силу того, что пренебре
гаете« геометрическая нелинейность, уравнение пластины можно за
писывать также в эйлеровых координатах

Х=х-\-их, К=у г«у, 7 = г-|-к, (1)

где «г, «г—компоненты перемещений точек срединной плоскости
пластины по направлению л\ у, 2, Надо отметить, что ось г направ
лена вверх. В силу симметрии задачи достаточно рассмотреть плос
кость хг. Вариационный принцип дается равенством

й Ьс1хсИ = ()

а
где 1. -осредненный по г лагранжиан. Для нашего случая лагран
жиан равен сумме лагранжианов жидкости и пластины

(2)
Усредненный по фазе лагранжиан находится по формуле 11]

2г.
Г (3)

о
где 6 — фазовая функция. Из (2) я (3) следует, что

(4)
Таким образом, для нахождения усредненного лагранжиана надо вы
числить усредненный лагранжиан жидкости и пластины Лаг
ранжиан жидкости вычисляется по формуле |1|

4 ֊■ (^р)* 4֊ Аг (5)

где р։)- плотность жидкости, ©- потенциал скоростей, ?։=.дч\д1. Наи
более общая форма периодического волнового пакета для одномер
ного случая такова: -'/4֊Ф(&, г). Ь—кх—^(, Г1=Х'(Ь), где
■'5-=Лг(6) -уравнение поверхности 2=0, Ф(0, 2), как и Л’(6), перио
дические функции от 0, ш — частота, /г—волновое число. Параметр 

средняя горизонтальная скорость ? . а величина \ связана со сред
ней высотой воли. Подставляя значение ? в (5), получим

Л г
— Л,

—7— юфб-| — (^.^ф4)։т1ф-

Д'

4 Ло) — у р^( Л՛5 - Лр г (и>- 3/г)Ро Ф^/г -֊
лг

Ф:Н-֊-^Ф;
—Л6

52



Нижними индексами обозначены производные по биг соответствен
но. Периодические функции Ф(б, г) и Л'(б) представляются в виде 
рядов Фурье

Ф(б, z) = V — ch kn(z-\-h0) sin nb
1 п

'V(O) b 4- a cosO + v an cos n 0
2

(6)

(7)

где <7—амплитудный параметр, а Ь—средняя высота поверхности во
ды. Так как для наших целей достаточно первых нелинейных членов 
в .2, то удовлетворимся членами порядка а.' включительно, поэто
му из (6) и (7) принимаем

Ф — ДхсЬй(2 -LA0)slnO — ֊ ch2A(z4- Zr0) sin 26

A' b -1- r/j cos04֊</2cos26

где «։ а. После соответствующих вычислений получаем

7-а 9о(у— ~ ?’՝) (Л й0 Prt1cos64-n2cos26) —-l-pog|(/? «։cos9 4-
\ — / 2 

+ a,cos29)* -AJ] + ?fe)p° 
k

| Л։ cosO sh£(& — Ло 4- tfjCosO -4- a2 cos 26) 4-

a
4 y?cos29sh2£(/; Ло • <71cos94-a։cos29) TIS -

A'J
4֊ cosG~a3 cos 2б)+ у2 (2/z04-64- -H/2cos29) cos20 4-

2

Л*
!- —• sh4A(Z> 4֊/zft+«։cos0 «2cos2&) -у- (2й0 4- b т<7։со$б 4՜

4- «։ cos 26)cos4&4- у Л1Ласо5бзЬЗй(й4-//,֊ра1 cosO 4-<тасо$2б) 4- 

Л։Л, cos 39 sh^(/;-pA04-n1 cos^ t aacos29)

Обозначая Л = й-4-й0, будем иметь

/о

i*4- -1 gb3— J g/t^-Lgay֊ -֊- ga\- 
2 2 4 4

(<»-?*) 
k

где

4-й । }-н։2л։л,4- (8)

u. = — ka. ch kh֊ — k2a,a. sh kh kh
2 4 1 ’ 16

14= -- kat ch 2йЛ 4- — й’ a] sh 4kh
2 4
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ии= — бИ 2ЛЙ-}- — $Ь 2АЛ 4- — Ьа.ии 4 4 4

{4,— — ках ей ЗЛА, |1М — — $Ь 4АЛ 
4 8

Для нахождения Ах и Л, (8) варьируем по и Д։, при этом полу
чим

-^"«л^Рц^гг^.^а Н = ^> г£~ Н = 0
” К

Подставляя и 4г в Жж, можно получить

<2. а. Ро 4м у+4 - 4 ро^лб+4 ро^?+4 ро^՜
2 / 2 2 4 4

1 (ц>-ЗА)։Г _ 272-1 . 3-7’ , г։. ,
------ Ро------------ я;-------------- А2а4.------------1<а-.а, Ь (14-Т։)а&4 АТ ’ 4Т’ 1 2Т 1 ’ '

гдеТМйА/г. Как известно, лагранжиан равен разности кинетической 
и потенциальной энергий. Тогда лагранжиан пластины будет

7.п-К-П (9)

где К кинетическая энергия пластины, а 11 -потенциальная энергия. 
Пусть срединная плоскость пластинки в недеформированиом состоя
нии совпадает с плоскостью *=0. Кинетическая энергия пластинки 
вычисляется по формуле

л/2

—Л/2

I г <.) 11֊ , Г ■ гтак как скорости частиц 17у ֊ Уг=причем произ

водные вычисляются в лагранжевых координатах, где р- плотность 
пластины, Л—толщина. Из теории пластинок известно |2|, что потен
циальная энергия пластины имеет следующий вид:

Л/2
п = | М+ЗКЛ«?4- ֊ 04?4 ֊ Оьи) *

-Ъп.
(И)

где /<։—модуль объемного сжатия, й—модуль сдвига, >4—функция 
удлинения, 73—функция сдвига, Оо—интенсивность деформации сдвига

■0= 77р/4^+8у+^“8жву“еу€-“м*) *՛ 4'^’' 12)
Как и в линейной теории упругой среды, примем, что поперечное 

удлинение равно ег=——(е.г4-еу). где >—коэффициент Пуассона 

Для среднего удлинения имеем 
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1 1~2'' А е0=- — ------ г&и.
3 I—>

где Д—оператор Лапласа, равный Д«=------ 1------- . Исходя из линей-
дх2 ду2

ной теории тонких пластинок при небольших прогибах и предпола
гая, что нг-0, «у-0, получим [2]

&и3 
ег= —г-----.

дх2
д'Иг 

ву=-2ГГ՛ 
ду՝

- - 2г
&и.
дхду

Тогда из (12) квадрат интенсивности деформации сдвига будет

81 Г (&иЛ2 /'^у . , .֊, / д-иг \2]^
9 ( 1 | ՝ дх2 / \<?у8 / "и ՛ дх2 ду2 \дхду/ I

где 7 = 7 4֊ 1 7 = — 1

' (1-42 ’ ? (1—4’

,, 1 ЗК։—(г г. ЕИмея в виду соотношение >—------- ֊——, О«---------, из (II ) по-
2 ЗК։-б 2(1+4

лучим

Й/2
- Г ( ^(1-24 г2 /^ч- ^у - Е'4 - о~2у)7^ , V .

] 1 6(1—4’ ' ду2) 1-2/27 (1֊43\^։ #У*
-Л/2

Ег* |—7-{- ;8/^ц.у 1 — >+>а /^*«..у 4>~1 —7а о2пг д*и3
3(1+4 (1—4’\^/~ (1—4’ \5// (1—4’ '^уг 4

/^У]_ДО Н1^±2_’/^уг
\<Ъгду/ 27 1(1-4։\<?У2/

1-7+7*/<^у ,

(1—48 ’

4>—1 —>2 д2и- д2^ / д2иг у Р)
(1-4= ду2 ду2 : \дхду ) I ) 2

После интегрирования имеем

п /5А3 [ /д^иД2 . /д2иД2 ЕН2> д2иг д2^ .
24(1—>’) \ду2 ; 12(1-**) дх2 ду2

+ У 11=2±2! Г (^У । /^.А2 -
12(1+4 \<^У/ 270 1(1 42 V/ / .'Г

_ 4>֊1֊7» дыг . 3 /^£у1։ , 13)
(1—4’ ^х2 ду2 \дхду/\

Учитывая тот факт, что «с~0, иу-0, из (10) после интегрирования 
для кинетической энергии пластины будем иметь

'Д’*®' "‘>

Подставляя (13) в (14) в (9), получим
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1 -/ддА2 бА4 I /сРих\։ /д’яЛ3՜] 6Л3/ (Ри. \2
2 ՛ \7Г/ 12(1->)К^./ “ ~ Т\(?х(?у /

<7й’* (Ри.г (Ри.
6(1—*) дх* ду*

4>—1—у* <Рих д*и. , / <Рих у I* 
(!->)’ дх1 дур " Д^у/1

Имея в виду, что А֊}-а, со։б-Ь а, со$20, 0—Ах <•>/, после вы
числения по (3) усредненный лагранжиан пластины можно записать в 
следующем виде:

1 - б/РА*г,л.,.(а-;. 4а])֊ __ (а’+Юа»)-
4 24( 1 —у)

<?7# (1—>— >*)*
270 (1—*)‘

А*

При решении рассматривался одномерный случай. Полагая 0=а։х | 
4- «։у <«/. нетрудно показать, что / для пространственного случая 
дастся в одномерном виде, где нужно полагать А3 =։■ а*. П< (4) для 
общего усредненного лагранжиана будем иметь

Х - ֊Ро ("4 ? ֊ 7 ֊ ֊֊ М А’ - — Ао - 4 «-----Г +
\ 4 / 4 2 4 44,^|^^^з-^а(1+л)а5| +

(15)

В общем случае изменение средних значений *, 3, Л связано с вол
новым движением, и. как показывается |1], изменения зтих величин 
имеют порядок 0(л{). Поэтому в членах с а* можно считать Г= 7’0 
=4НАА0. Варьируя по аг (15). получим

Хо.^0-. ֊ ^ - I 4"?-2( 1 +Г*)0։ I +

о г . 4 ОРа<
4- 2 рйш’д,---------------^=0

3 I—Т
Отсюда = ха*р где

3—7 о2____________________Ро^-ЕА)1*____________________
47" Р.йЛТ,- 4»А*Г,.»*-М—3*)’(1+Т?) + 4 г

.5 (1— у/
Дисперсионное соотношение £^-0 из (15) дает
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М ^_Ро_ (*-?*)*/. 
4 4 kTQ \

2П-1
2 Тб

3—Т2 \ 1 —&а{ - —kat ) Д- — р h u>։ - 27« ) 4'

_ _ £Ь1։ (»-»+?)* (16)
24(1—4 360 (1-4‘

При нулевом среднем значении т?—0, <рх -О имеем ал 0, 3=0 и из 
(16) получится частота линейной теории

^o4-^W/6(l >)
рЛ֊Ьр0/А?7'0

Подставляя в (16) а2=хй* и полагая получим

«֊^Г |-.-•*+ |'(I- «gjl»4-)֊
з
+

Отсюда

GfiW
6(1-v)

Gy5 (1—'-Н8)2
90 (l-v)<

ЭД = 0

/2П-1 k 3-Tg\ GT# (1-у Н’)2 у.в _ Po^oL
\ _ 2?о\ 27о 180 (1—/)<ЭД (17)

Vй։/о рЛ<«о+Powo/* ‘"о

Нам остается найти значение 3. Для этой цели используем следую
щие соотношения: 

&=0, -р^+м
•> ** 

iJov:oai Q 
4sh2^70

д д д т
di:i' dx^3“0’ dt^TTx

(18)
д 
df

г -- У* 0, 
дх

dk
17 -о (19)ä7

= 0

имеем

^=(Ло + 6)Ро. '^0-^4 2!.=('4^-+^)иоа? (20)

Для волн, движущихся по спокойной воде глубиной Ло, можно пред
положить, что 8 и Ь = Ь 11о малы и линеаризовать уравнения (18), 
(19), после чего, решая все совместно, получим, имея а виду, что

£«•>0 !

. 27՝О 4sh»*Ä0
?= A-Cj(A) 12

где <?о(/г) —групповая скорость, которая равна С0(/г)=^-, то есть
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/ 6 ■ 2^Ло
,,/։ч I 4Ш< 10 зЬ2/?Л0С (к) = — с0(6)1 ----------- 4------------ =г-^—

2 Ш+ОЙ« РоЧ-р/^7;

где с0(к) - фазовая скорость 

с9(к) 1/(ЕРо4֊^)Л> 
Г ^(роЧ-р/^/ ’о)

.. С/Л3
/9—цилиндрическая жесткость пластины /?= —----- —. Подставляя зна

чение 3 из (21) в (17), получим

/(7и> \

\Ж
«>оСо(^)

РоЧ/ 2Го—1 , 3—Гох\ . 6֊'3Л5 О՜''Т ,8 27'о + 4зЬ8ЛЛа Ррщо
2ГД 277 2Т0 /' 180 (1֊у)4 £к'-С‘№) " То

рЛ^о+Ро^о/^о

Полученное соотношение необходимо при определении условий ус
тойчивости волновых пакетов, представляющих решения вила (6), 
(7) уравнений для медленных изменений амплитуд Ля. аг, Ь и фаз 
нелинейных волн |1|. Дадим вывод уравнений для амплитуд а։ и 
волновых чисел квазимонохроматических волн, обобщающих урав
нения (1| на неоднородную среду и выведем из них условия устой
чивости решений полученных уравнений, причем для рассматривае
мой изотропной среды получаются, в частности, условия продольной 
и поперечной устойчивости |3]. Пусть имеем фазовую функцию 
6(Л\/), где X = (х։, л-4, л‘3), тогда частота <•> и волновые числа оп- 

ределяются формулами «> —, 4,- д^-дх^ Очеви то тогда равенство
(7/

±. + * .0 
дх{ д(

(22)

Имеем еще следующее соотношение

-4ж« + /-%,=0 (23)
<7/ дх։

т <7 г՝ & , „ <՝ а- , Г՝Так как — = — С<-֊, то получится /Л*.---— где С. —------
д։ дх дк,

групповая скорость. Из (20)

где </=—рА<։>0 4՜ 
2 2к 7

С учетом последних значений '1. и получим из (23)

„(7с/ да: д^0 да՛2. , „(7озо да , „ ^։о>0
1 (7/ д( дк՝ дх{ дк( дх{ ок(дх1

О
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После соответствующих выкладок, полагая, что

OXt Ох՛ ц;=сон5։

(7w0 dki
dxt dxt й։—const dkj dXj

получим
dd] dw0 dd\ ։ d^Q a\ /d&Q dq dw0 dq \
~dt ' dki (JXi d‘ dxidki q \dkt dxt dxt dki)

Выведем условия устойчивости. Полагая в (22) и (24) ki— ^0-гн; 
az.-=u2 rd и линеаризируя относительно малых значении jm, а', а так
же полагая а'֊ Д exp [Z(Q/֊ /<л\) |. и. ֊ К,ехр [<(Й£-А>)|, получим Й, 
которое является вещественным при выполнении соотношения

cty
Для однородной среды — 

ОХ(
и - 

dxi
֊0 и будем иметь

да\ дш0 dd2
4-flj

<^0 dki
= 0 (24)

dt dkt dxi dktdkj дх;

<*Ч 
dkjoki о

Выберем ось х։ по нормали к волне и учтем малость Л2, к3. Полагая
k. У । k22^-k'֊. получим условия устойчивости

r)2w0 / д» \ 
aF \<М /

1 д^0 / а»А 
0 1" k dk w) №2+V)>°

Для продольной устойчивости А։2=0, ^3=0 и поэтому получим

д& \^\). д^_
Для поперечной устойчивости А։=0. поэтому (^7՜) >0*

Таблица 1
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Численное решение задачи для устойчивости приведено в табл. 1, 
откуда следует, что с уменьшением глубины и с увеличением па
раметра 4' поперечная устойчивость уменьшается и, наоборот, с 
уменьшением глубины и с увеличением 4՜ продольная устойчивость 
увеличивается, где Ч՛՜ Следует отмстить, что в табл. 1 знаки
коэффициентов, характеризующих продольную и поперечную устой
чивости, противоположные, причем для малых значений параметра 4' 
для бесконечной глубины имеется продольная неустойчивость и по
перечная устойчивость, а для больших 4՜ имеет .место обратное яв
ление. Таким образом, наличие пластины для глубокой жидкости из
меняет характер устойчивости.

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԽՈՐՈՒԹՅԱՆ ՀԵՂՈՒԿԻ ՄԱԿեՐԵՎՈՒՅԹՒ ՎՐԱ ԴՏՆՎՈՎ 
ՍԱԼՈՒՄ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ԾՌՄԱՆ ԱԼԻՔՆԵՐԸ

II. Գ. ԱՎԱԴՅԱՆ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Դիտարկվում են անսեդմեյի կշիէէ ունեցող հեղուկը ծածկող սալում կվա- 
ղիմ ոնոխրոմ ասւիկ ա լի քն ե ր ր ։ Նշված համակարգի համար ձևակերպվում Լ 
վարիացիոն սկզբունքը։ Ներմուծվում կ ըստ փուչի միջինւսցված լադրանմ- 
իանը Ա նրա համար քհիզևմի մեթոդով գրվում է ամւգլիս։ուղի և այիբա լին 
թվի վարիացիււն հ ավա ս ա բումն երր։

Ս ւոացւԼ՛ած Լ ո> գծային ղիսպերսիոն հարաբերակցություն, որբ բնու
թագրում Լ աքիրների ւգարոէրիյների համար գտնված հավասարումների կա
յունությունը։

Ցույց Լ տրված, որ սալի առկայությունը, որևկ ղիապսւղոնոէ մ, բերում 
Հ երկայնական կայունության տիրույթի մեծացման և փոքրացման' լայնա
կան կայունության համար։

NONLINEAR BENDING WAVES IN PLATE ON SURFACE OF 
FINITE DEPTH FLUID

S. G. A VAGI AN

Sum in a r y

The quaslmonocromatlc waves in plate contacting with ponderable 
incompressible fluid are considered.

The variational principle for the mentioned system is formulated. 
The averaged on phase Lagrangian is introduced and by means of the 
method oi Whitham the variational equations for amplitudes and wave 
numbers are written for it.

The nonlinear dispersion relation characterlsting the stability of the 
revealed equations for envelope waves Is obtained. The presence of the 
plate In some interval causes the Increase of the region of longitudinal 
stability and the decrease of transversal stability.
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