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КАЛОЕРОВ С. А.

В настоящее время достаточно хорошо разработаны методы оп­
ределения коэффициента интенсивности напряжений в бесконечных 
анизотропных телах с «туннельными» трещинами в условиях анти- 
плоской деформации. В работе [б] приведены решения задач теории 
трещин для изотропною круговою цилиндра и бесконечного тела с 
эллиптической или круговой полостью. В данной статье получены и 
исследованы комплексные потенциалы теории трещин продольного 
сдвига для многосвязных изотропных и анизотропных тел. Приводится 
решение задачи для тела с одной или двумя эллиптическими (круго­
выми) полостями и «туннельной» трещиной.

§ 1. Рассмотрим анизотропное тело с цилиндрическими полостями, 
находящееся в условиях аитиплоской деформации пли продольного 
сдвига. Выберем систему координат, совместив ось <Ог с направлением 
сдвига. Пусть тело в каждой точке имеет плоскость упругой симмет­
рии, перпендикулярную оси Ох. Сечение тела плоскостью Олу обра­
зует область 5 изменения переменных х, у. На тело действуют внеш­
ние усилия, приложенные к цилиндрическим поверхностям и направ­
ленные вдоль образующих. Для простоты будем считать, что объем­
ные силы отсутствуют.

Учитывая, что при указанных условиях м=т/=0, зд = да(х, у) 
ды

О - ՜ ՜Հ~ ^44՜>'2 -Г
Ժ-է’£» _
— — ^4Տ՞.ր- (1^хг

и вводя функцию напряжений Г(х, у) по формулам
ԺԴ*, У). . _ Ы:(х, у) 

ду ' >՛ дх

(1.1)

(1.2)

из уравнения совместности Сен-Венана получим

д'Р о ԺԴ'

дхау
^=0 

ду9
Решая уравнение (1.3), находим {3.7] 

/7(л*. у) = 2Яе<р3(,г3)

(1.3)

(1.4)
где ^3(г3) -произвольная аналитическая функция, определенная в об



ласти SJ։ получаемой из области S аффинным преобразованием 
г3 = х 4- Нэу: Нз~корень характеристического уравнения

a55}i2-2a4SH+o44 = 0 (1.5)
причем

= аз = —; из=~; * = V
«35 1

Учитывая формулы (1.1), (1.2), (1.4), для напряжений и переме­
щения находим

ту/ = 2КеФ։(г3), ххг= -2Яе|рэФ3Сга)] (1.6)

y) = ֊-2Re[r/?,(z3)l (1-7)
где

Фз(«з) = ^(гз)
Из условия 1\оши

'хг COS ПХ -г 'уг COS Пу = 7п 
находим

А
2Re «р3(z,) = - [7nds 4-е (1.8)

о
Здесь с—постоянная, произвольная для одного из контуров, ограни­
чивающих область S. Исходя из формул (1.5), (1.8). граничные ус­
ловия на контурах запишем в виде

2Rels3?3(Z3)]=/3(/3) (1.9)

где 4>։3 = 1, /3(/3) = — f Znds\-c в случае первой основной задачи; о
— f3(t) = — w* (w* -заданное значение смещения) для второй

основной задачи.
Пусть 5 является конечной областью, ограниченной контурами 

l.m (rn = Ot /И) так, что Lo охватывает все остальные. Такими же ис­
следованиями, как и в плоской задаче [4], для функции <?3 (z3) полу­
чаем выражение 

.м
?з(г3) = 3 Лз« In (z3—«м) 4֊ ?зо(гз) (1.Ю)

где
77А3т = -^ (1.11)
4 г:

7т — главный вектор усилий, приложенных к контуру Lm перпенди­
кулярно к плоскости Оху; <p30(z3)—функция голоморфная в области 
S3, ограниченной контурами L3m, получаемыми из Lnt аффинным пре­
образованием г, = х4ц։у; г3т—произвольные точки внутри L3m

Если область S бесконечная (Ао уходит в бесконечность пол­
ностью). то
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м
?>(*։) = Г3г3 Н- Лзп, 1п (г3֊г3гл) 4֊ <?3о(гз) 

гл —1
Здесь

4-и3~у1

14՜Н

(1.12)

(1.13)

?зо(г։) — функция, голоморфная в области 53, включая и точку г3 = оо.
Если тело ортотропно и главные направления упругости совпа­

дают с направлениями осей х, у, то

«45 — О» «44 — 1/б'у^; (1аз — 1 С/х:', Из — ^з — 1 1/^у/С7хз

(1.14)
где СХ1, 6уг модули сдвига для соответствующих направлений. 

В случае изотропного теля

«45 = о՜« «44=«55 ~ 1: 54 и ®'(*. У) = ֊֊2Ие
-хг— — 2Ес /Ф(л)

֊■?& 
(/

-У/=2КеФ(г)

(1.15)
§ 2. Пусть конечная многосвязная область 5 разрезана вдоль 

некоторой прямой отрезками а.,дп (п— 1,Л’) (следы „туннельных" 
трепшн) (фиг. 1). Исходя из формулы (1.10), для Ф3 (г3) имеем

Ф,(-,) = +Аи(г3) 4- Ф30(г3) (2.1)

где
= ЛэД = 5-4֊<г

^Зт л-1^3 *3«
(2.2)

/70
Д?я =-----—; /л—главный вектор4՞
внешних усилий на разрезе апЬп\ 
2лп—точка приложения их равно­
действующей; Фа0(г3) функция,
кусочно-голоморфная в области 5 

с линией скачков /. (разрезы вдоль вещественной оси при аффинном 
преобразовании переходят сами в себя).

Учитывая, что на разрезах, где 2'3 = /3 = / = х

Ф*(О Ф Ф?(0“*± (2.3)
и приводя элементарные преобразования условий (2.3), получим

I Ф»о<О - $»(*)]' - 1Ф,о(С - Фм(С]'=2/’(0

[Ч>։о(П + Фи(0Г + [Фи(О-ф^(/)]- = 24'(П-2Л։(П-2Л։(/) (2.4)
Здесь
Р(0«/:(0֊/;(0; 5г(0=/о(О4֊/;(О; (2.5)
Следуя Мусхелишвили [5], введем функции
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')Фи(гз); Щг,ЬФи(г,) 2Фю(’з) (2.6)

Тогда граничные условия (2.4) примут вид

= рШ\ /?;(0 + /?;(0=^(0֊֊^)֊й,(/) (2.7)
Решая краевые задачи (2.7) так же. как и в работе [1]. находим

С ~^֊+Лиз)֊Ч1(г։)-Ч-,(г,) 
2-1 3 <-г,£

1 С Х(О|^(О-Аа(П А3(/)]<//

^) + Н8(га)Ч-Н\(г>)
(2.8)

где

Х(г4)-»П । {г3-а„)(г,-Ьп) (2-9)

Чд(г3)—функции, голоморфные в области, ограниченной контурами 
Т-злт (^—1, /И); Лр(г3) —функции. голоморфные внутри Л10.

Из равенств (2.6) следует, что

<М=֊№); /?3(г3) = 7?(г3) (2.10)
Подставляя функции (2.8) в условия (2.10), получим

ВД—Ш Л2(?3) = Лг(г3) (2.11)
Т3(г3) = ’Г,«,); Ч'\(г3) = Ф2(г3) (2.12)

Учитывая равенства (2.8) — (2-12) и вычисляя интегралы от 
х(0|А3(0-| А3(/)], для Фд(г3) находим

Ф։(г,)=Аи(г։) + Лз(г»> - Дз(гз) + +

+ /֊'.(г,) 4- 'Г,(г ) + Т,(г,) + Л(г։) + Т1(г։)_чг1(гз)+Л(г։) 
х(гз)

Здесь
£>3(г3) «= Т — I Х —- +

л։~1 2 | ?3‘ х.-а 2-Згп
I Г Р(№ ,____ ]_ _ Г Х(р£(ОдГ/

2-/ .) 1—г3 ' 2-/Х(гл) ,) ։~г3
I. с

(2-13)

(2.14)

Функции ^(г,), Ла(г3), голоморфные внутри Лзо. представимы в 
виде разложений по степеням г3, причем в силу равенств (2-11)
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Л(*з)=М ^(^)(2.15)

где Сь. с1ь—вещественные постоянные.
Неизвестные функции ’Г։(г3) и Ч'\(г3), а также /г1(г3) и 

находятся из граничных условий на контурах Ьт (т—0, М) и усло­
вий голоморфности комбинации Х(?л)Ч-*1(г3) — ՝Гг(г3) в точках [Ц.

Аналогичными исследованиями в случае бесконечной области 
для Ф3(г3) опять получим формулу (2.13), где нужно принять

.V
/--։(г3) = 1с30; Г^(г3) = V 4ЗЛ_А?* 

а—о
причем из условий па бесконечности находим

_ хжг , у, ^-<*зо(«1 + М֊ ... -гаЛ;4-^Л')
30 2?з ’ 2^.1 ; 30՜՜ 2 : 31՜ 2

(2.16)

(2.17)

/—главный вектор всех усилий, приложенных к телу. Остальные 
коэффициенты с1?ь находятся из условий однозначности перемещений 
® при полном обходе по замкнутым контурам, окружающим каждый 
из разрезов апЬп. Эти условия имеют вид

2Ке ГИ»(04֊Т,(04-Оа(0-Ь^(/)1^
3 Х(О

ап*п

кН 1/ко ֊/;(')1^=о
йгЛ։

(л=1, Л) (2.18)
Из системы (2.18) линейных алгебраических уравнений относи­

тельно находятся коэффициенты полинома /'2(г3). Если (13} вычис­
ляется по формуле (2.17), то в системе (2.18) нужно оставлять Л —1 
уравнение.

Если имеет место геометрическая симметрия области 5 относи­
тельно линии разрезов, то ՝Г/(г3) и '1\(г3) определены в одних и тех 
же областях [1]. Поэтому Ф֊1(г3) можно записать в виде

. . . . . . ։ АЛгА—АЛгА , /Л(г.) Фз(га) = Дз/. (га) + - а/ • ■ ■ + -֊֊֊ +
2 Х(г3)

+ /7»(^+^(г») + ^։(г։)+ >Г։(г,) 4- ^(г,) (2.19)
х(г3)

причем
Ч\(г3) = - Ч\(г3); 'Г։(г3) = Т,(г3) (2,20)

В этом случае для определения '1'/(г3), НР{г3) нужно удовлетворять 
граничным условиям на контурах /.т и условиям (2.11). (2.20).

Вблизи контуров разреза
Х(г,)= ± /2М Х*(г+4). <»,(■?.)= 2^= + 0(1) (2.21)

” Тдйг I о^)+^с>+^)+^) + у | (2.22) 
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где /*- длина разреза; с—аффикс любого из концов; а}-малая вели­
чина; 0(1)֊ ограниченная величина; коэффициент интенсивности 
напряжений для антиплоской деформации; X *(?,)—это Х(г3) без мно­
жителя /(г3 ֊ а„){гл—Ьл). Верхние знаки относятся к правому, ниж­
ние—к левому концу разреза.

§ 3. Пусть ортотропное (в частном случае при Зэ = | изо­
тропное) тело, находящееся в условиях антиплоской деформации, ос­
лаблено двумя одинаковыми продольными эллиптическими полостями 
и центральной прямолинейной «туннельной» трещиной между ними 
(фиг. 2). Как частный случай, будем рассматривать такое тело с 
одной правой полостью и трещиной Обозначим контуры эллиптичес­
ких отверстий сечения, их полуоси, расстояние между их центрами.

длину трещины соответственно че­
рез /,г. а, Ь, 2/г, 21 (фиг. 2). 
Будем предполагать, что линия 
трещины совпадает с главным нап­
равлением упругости. Полости и 
трещины свободны от усилий, на 
бесконечности действуют усилия

В силу геометрической, упругой и силовой симметрии относитель­
но осей координат

Фз(г3) = Ф3(2а): Ф3(г3)=Фя(-га) (3.1)

Из последних равенств следует, что ’Г։(2\)-0. Если, кроме того, учи 
тывать, что р(О = £(0 = 0. с30=4/3։^0, то для Ф,(г3) получим

Фз(г,)=^֊
х(г։)

(3.2)

где
Х(г3)а^֊Р; с1^р!2\ (3.3)

Тг(г3)—функция, голоморфная вне контуров /.х, 1-2.
Отображая внешность единичного круга на внешности эллипсов 

но формулам

-֊л- R, ֊’)։ (\+ (3.4)

где

/?з=(д+₽э^)/2; (я ՝М)’’(«+^)
и учитывая указанную выше симметрию напряженного состояния, для 
функции окончательно находим

Ф։(г’’=+2
Л(2Г3) »=։

Ь, / 1 ( г(-1Г : 
г . (3.5)
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Здесь Ьь—вещественные коэффициенты; г—постоянная, равная 0 или 
1 для случаев одной или двух полостей соответственно.

Удовлетворяя граничному условию (1.9) на контуре правой полос­
ти (при этом в случае двух полостей в силу использованной симметрии 
граничное условие на контуре левой полости будет удовлетворяться 
автоматически), для определения получаем следующую систему 
линейных алгебраических уравнений:

V (Вк_|- тлВ^ ։)/ч=0 
»1=1

2 |(1֊Т —/п35Л_я+1 н- (I 4-^к(О*я..1
* 1

- т-Ркк 2 (I- 
»1=1

- £ V (1-б’И3/А_я+1^ - (3.6)
*=1 я^п

֊2 В._я_| !>ь=- ֊<10(1 4-7Д")(/?։л_։—т3В]Пл\) (п = 1, 2. . . .)
*-л 1-2

где Вп, В]П, ИАп -коэффициенты разложений функций X ’(2Л). гаХ-1(г3\ 
( 1)* |Х~1(?д)|'.г(г3)]~А՜ в ряды по полиномам Фабера для эллипса /.,. 
Они вычисляются через коэффициенты Фу;՝ьс, которые в свою оче­
редь находятся численным интегрированием [2].

Первое уравнение системы (3.6) представляет собой условие од­
нозначности перемещений при обходе пи замкнутому контуру, окру­
жающему правую полость, пли, все равно, что условие равенства нулю 
вычета функции Ф;։(гл> в точке ?3=А.

После решения системы (3.6) функция (3.5) будет известной, что 
позволит вычислить напряжения (1.6). Для нахождения же коэф­
фициентов интенсивности напряжений в соответствии с формулой 
(2.22) имеем

V 2Ьь 
£л1П՜

1___  . г(-1)Н->
Ч(±/) ‘ ;*(±/)

Верхние знаки относятся к правому, нижние—к левому концу тре­
щины.

Полагая в приведенных формулах при расчетах ^^>1, получим 
решение задачи для изотропного тела с круговыми (если а = Ь) или 
элля пти ч еск и м и полости м и.

Ниже приводятся некоторые из полученных результатов численных 
Исследований для изотропного и ортотропного тела. Коэффициенты 
интенсивности напряжений даны с точностью до множителя р/Г, 
напряжения—с точностью до множителя р.

В табл. 1, 2 и 3 приведены значения коэффициента интенсив­
ности напряжений соответственно для случаев изотропного тела с

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. № 6
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круговыми, эллиптическими полостями и ортотропного тела с круго­
выми полостями. При этом г=//(/г—<?); в табл. 2 принималось, что 
Л/а:«=1,25, 6=0,5.

Таблица !

е *3

Л/д

Одна полость Две полости

2 1.5 1.25 1.1 2 1,5 1.25 Ы

0.001 *3
1.250
1.250

1.445
1,444

1.М0
1.640

1.887
1.765

1.544 2,081 2.886 4.509

0.1 4*3
1.264
1.239

1.461
1,431

1.655
1.629

1,836
1.821

1.548 2,087 2’984 4,523

0.3 1.306
1.225

1,510
1,415

1,700
1,618

1.873
1.822

1.582 2,137 2,967 4,649

0.5 4 1.376
1.222

1.590
1.412

1,781
1.621

1,948
1,836

1,661 2,258 3,147 4,961

0.8

л֊
 ■՛.՝■ 

а 
+!
* 1

и 
+С 1.647

1,246
1,899
1.444

2.110
1.668

2,292
1,908

2.045 2,823 4,006 6.455

0.9 1.941 2.240 2,490 2,690 2.486 3.489 5.032 8,169
к~3 1.272 1.479 1.712 1,958

Таблица 2

К-80 
полостей

Ь >(1

10 5 2 I 0,5 0,2 0,1 0,01

1 1,167 1,247 1.499 1,871 2.002 2,065 2.026 1.956
1,100 1,217 1.433 1,621 1,709 1.670 1,640 1,592

2 2,010 2,313 2.703 3,141 3.315 3,179 3,031 2,845

Таблица 3

Кол-во 
полостей

е
СТгг/буг

20 10 2 1 0»5 0,1

1 0.5 1,27 1,36 1.64 1.78 1.91 2,07
0.8 1.48 1,58 1.93 2.11 2.30 2,62
0,9 1.76

1.24
1,84 2.26 2,49 2,71 3,17

0,5 1.31 1,53 1,62 1,68 1,71
0.8 1.28 1,37 1.59 1,67 1,72 1,74
0.9 1.28 1,38 1.63 1,71 1.77 1.79

2 А* 0-5 2,36 2.53 2.98 3,15 3,27 3,28
0.8 3.06 3,32 3.82 4,01 4,15 4,28
0,9 3.44 4.01 4,81 5.03 5.19 5,41

На фиг. 3 изображены графики распределения нормальных на­
пряжений -4 на площадках, перпендикулярных к контуру правой кру­
говой полости для различных ортотропных материалов. При этом
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считалось, что е = 0,5. Сплошные и 
штриховые линии относятся соот­
ветственно к телу с двумя и одной 
полостью и трещиной.

Из таблицы и графиков сле­
дует, что при сближении контуров 
отверстий и трещины друг с дру­
гом наблюдается большой рост 
концентрации напряжений и коэф­
фициента интенсивности напряже­
ний. Этот рост особенно значитель­
ный в случае двух полостей. С 
уменьшением отношения модулей 
сдвига С.гг/Суг концентрация на­
пряжений и коэффициент интенсив­
ности напряжений растут.

ՃԱՔԵՐՈՎ ԲԱԶՄԱԿԱՊ

Ստացված Լ րաղմ ակասք

ՄԱՐՄՆԻ 2ԱԿԱ2ԱՐԹ ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱՆ 

11. Ա. նԱԼՈԵՐՈՎ

IJ. մ փ >ւ փ ii i մ

անիղոա րոպ կամ իղոտրոպ մարմնի համար
հակահարթ դեֆորմացիայի կոմպլեքս պոտենցիալի րնղհ անուր արտահ այ՜ 
տոէթ ւանըւ Կոմպլեքս պոտենցիալը պարունակում է, փակ եզրագծերի վրա 
եզրային և որոշ լրացա ցի< պայմաններից որոշված երկու հպոմորֆ ֆունկ­
ցիաներ։ Սերված Ւ, թվային հետազոտության մեկ կամ երկու իաոոյներ և 
ճաքեր ունեցող մարմնի համար։

ANTI-PLANE DEFORMATION OF MULTIPLY CONNECTED 
BODIES WITH CRACKS

S. A. KALOYEROV

S u m m a r y

The common expression of the complex potential of anti-plane de­
formation for the multiply connected anisotropic or Isotropic body Is 
obtained. Complex potential contains two holomorphic functions, defined 
on the boundary conditions on the reserved contours and some additio­
nal conditions.

Numerical investigations were carried out for the body with one or 
two cavities and cracks.
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