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УСТОЙЧИВОСТЬ СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ СФЕРИЧЕСКОЙ
ОБОЛОЧКИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ КРУГОВЫХ ТОКОВ 

БАГДАСАРЯН Г. Е„ МКРТЧЯН П. А.

I. Пусть изотропная замкнутая сферическая оболочка постоян
ной толщины 24 и радиуса срединной поверхности /? находится в 

стационарном неоднородном магнитном поле Нп. Считается, что обо
лочка изготовлена из упругого изотропного материала и покрыта 
тонким слоем сверхпроводящего сплава. Упругие свойства материала 
оболочки характеризуются модулем упругости /:, коэффициентом 
Пуассона •/ и плотностью о. Электромагнитные свойства среды, окру
жающей оболочку, эквивалентны свойствам вакуума.

Ортогональная система координат «1։ а։, а, выбирается так, что 
срединная поверхность оболочки отнесена к сферическим координа
там я։. я2 («։- полярный угол, аа—азимутальный), а а3 направлена по 
нормали к срединной поверхности.

В отношении тонкой оболочки считается справедливым гипотеза 
не деформ иру ем ы х норм а лей.

Известно, что при помещении сверхпроводящего тела в магнит
ное поле в его тонком поверхностном слое появляются экранирую
щие токи, препятствующие проникновению магнитного поля внутрь 
тела. Выталкивание магнитного поля приводит к изменению напря
женности магнитного ноля в области вне тела. Это изменение явля
ется результатом наложения на начальное поле /70 магнитного поля 

Л/% создаваемого экранирующими токами. Поэтому невозмущенное 

магнитное поле Н — Щ + Н* определяется из решения следующей 
задачи магнитостатики во внешней области [1]:

rot/У=О, d!vtf=o (1.1)

М^о+^°)«О при («։, «3, а3)в$ (1.2)

/У°—>0 при |г[֊>ос (1.3)

где /?0 — единичный вектор внешней нормали к недеформированной 

поверхности $ тела, г — радиус-вектор рассматриваемой точки.
Вследствие того, что магнитное поле не проникает в область, 
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занимаемую оболочкой, на поверхности оболочки компоненты тензо
ра напряжении Максвелла претерпевают разрыв. Этим разрывом 

обусловлено появление магнитного давления Ро, определяемого фор

мулой

/%■=«„■ 7“° (1.4)

где 7'°—тензор напряжений Максвелла

<’-5) 
4“ \ 2 /

сим во л Кронекера.
В силу (1.2) из (1.4) и (1.5) для поверхностной нагрузки полу

чается выражение 111

№՜* 
^=-֊/о (1-6)

Под действием нагрузки в оболочке устанавливается началь
ное невозмущенное состояние, характеризующееся вектором псреме- 

— Л.
щёния //о и тензором упругих напряжений о0. Исходное состояние 
оболочки, как обычно, определяется из линейных уравнений теории 
упругости при поверхностных условиях, написанных без учета де
формации поверхности, ограничивающей оболочку. Тогда характерис
тики невозмущенного состояния будут определяться из следующих 
уравнений равновесия и граничных условий на поверхности оболочки:

д1уао=О (1.7)

I Ро при я, -//
I 0 при л3~—/1

(1.8)

Характеристики возмущенного состояния (м0-; к. ~с, 4 *, - р,

/74-Л) должны удовлетворять нелинейным уравнениям и краевым 
условиям на деформированной поверхности оболочки. Принимая воз
мущения малыми, эти уравнения и граничные условия аналогично 
работам [2 4| линеаризуются. В результате получаются следующие 
линейные уравнения возмущенного состояния [5]:

в области, занимаемой оболочкой

= 0

в области (а3>Л) вне тела оболочки

го1А = 0, Л=0

(1.9)

(1-Ю)

Решения уравнении (1.9) и (1.10) связаны следующими линеаризо
ванными условиями на поверхностях а;,= Л оболочки:

23



Здесь

= .Հ=[> np" ^ll
( 0 при Յյ».— It

ՀՀ* /7(v«)*֊f-«(v/7)]=0

Г:
С 2(1+*)

*? 7 -s ~• -*
(div I (ya)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

P=nJ\ Л*г=_к
4՜

/7» A, -i Л.Л/, - — (A • Г/ 4 H A) 
2

(1.14)

где £—единичный тензор, у—набла-оператор Гамильтона, (у«)* — 

транспонированный тензор ya, Г -тензор напряжений Максвелла воз
мущенного состояния.

Отметим, что граничное условие (1.12) является следствием ус
ловия пепроникновения магнитного поля в толщу оболочки.

2. Пусть для рассматриваемой оболочки справедливы гипотеза 
Кирхгофа-Ляна и допущение Кармана относительно углов поворота 

2o = rot/z, то есть принимается, что справедливы следующие прибли
женные соотношения:

где а(«։, «,), -фр։,), да(а։, «,)—искомые тангенциальные и нормаль
ное перемещения точек срединной поверхности оболочки, а2, а3— 
перемещения произвольной точки оболочки, Ах=$, Лг--/?$1па։ коэф
фициенты первой квадратичной формы срединной поверхности обо
лочки.

В силу (2.1) поверхностное условие (1-12) принимает вид

■3 л։д5 ւ <ya3
(2.2)

где индексом <֊--)> здесь и в дальнейшем отмечены значения со
ответствующих величин на поверхности оболочки а3—Л.

Подставляя (1.13) и (2.1) в (1.9) и осредняя полученные при 
этом уравнения по толщине оболочки, с учетом поверхностных усло
вий (1.11) и (2 2) получим следующую систему дифференциальных 
уравнений устойчивости оболочки:

Ժ6
А

//« д

3/?’
(ձ4-2)«՛ ֊71

А
— у / и 1 dw 
2 \/7 ՝՜ Д ։ (հ՜

1—л //; |_ժ 
^-FJt Л։Д։ I ժ?.։ (Д2Л/ joy)

Ժյ3 I
2-1



±H2_2!L±(i+2)roL
.4, [<?։, 3R> Л, I К \H Д, di,)

w) =0
8«/:Л Л։ДЭ I (h, (ht

/±_д_ L_^\h_21-(AT |-0(AJ-2)w ։
W R ) 3/?’

4. 1—^rr? . 21 /± ... 2 dA- 1
2Eh I 4“ дл- .4, \^t <b; .4; <nx Ovx )

_2^^\_±(„;Л; + „;Л;) I 0
Д։Д։ \ Л, ch, / 4՜ I

Здесь

Л, П, 5° -усилия, характеризующие начальное невозмущенное со
стояние оболочки, которые определяем, решая задачу (1.7)—(1.8).

Рассматривая систему уравнении (2.3), замечаем, что она не 
Замкнута. В нее входят неизвестые граничные значения тангенциаль
ных составляющих индуцированного магнитного поля Л; и Л; ни по
верхности оболочки з4-А. Их определяем, решая уравнения (1.10) 
при условии (2.2) и условии затухания возмущений на бесконечности. 
Эту задачу введением потенциальной функции Ф(а։. з։) посредством

it — grad Ф (2.4)

приводим к решению следующей внешней задаче Неймана в области 
для функции Ф:

Й д,ф=о. ^֊| =*;(»,.»,) (2.5)

Здесь А* определяется формулой (2.2), а Л։—трехмерный опе
ратор Лапласа в сферической системе координат.

Решение задачи Неймана (2.5) определяется формулой Бьеркне- 
са |6|

Ф=-^ С f [— -- In 14'r»~?15°s.8« 1 q) sin E didi> (2.6)
4՜ .) J G T։(։-cos5։) J

0 0
где

г’-1-Н!֊2ъ<:о։9։. 7,= ^֊

cos00 -» cos; cos?j т sin: sinJ։ cosfa —?։) (2.7)
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Из (2.1). в силу (2.6). найдем следующие выражения для ком
понент индуцированного магнитного поля на поверхности оболочки

1 дГ 1 дР—֊—, д;=--------------
Л։ сЬл Л3 дя.г

где

Л‘(։, ч) г--2(1—со$60)

(2.3)

(2.9)

Подставляя (2.8) в систему (2.3) и учитывая (2.2) и (2.9). по
лучим замкнутую двумерную систему разрешающих интегро-диффе
ренциальных уравнении устойчивости относительно искомых функций 
«, V, IV. Ее решения должны удовлетворять условиям непрерывности 
и однозначности на сфере.

3. На основе полученной системы рассмотрим задач}՛ устойчи
вости сверхпроводящей сферической оболочки в неоднородном маг

нитном поле //, создаваемом двумя параллельными кольцевыми по
стоянными токами (фиг. 1). Такая система токов может фиксировать 
оболочку в пространстве бесконтактно |7|.

Невозмущенное магнитное поле системы сверхпроводящая обо

Фкг. 1

дочка-виток найдется методом изо
бражений |1,8|. В итоге на поверх
ности сферы <( = // для компонент 
результирующего невозмущенного 
магнитного поля получаются выра
жения

/7э«0

4 2,
։" (4/?ф51па։)3'2

С (1 2§1пЧ-)^.у 
(1 — А;51п2.г)3'? (3.1)

где
.. __________4/?а< 51п «1__________

— 2/?(2/СО$а։-Я,51Л2։)

(с=3 • 10’° см/сек)

Для простоты примем ру- 1, что равносильно условиям г;-|-л 
Тогда из (3.1) найдем

3» Д, Лд/ СО8 О (3.2)$(п 5

С гакой точностью неравномерно распределенная поверхностная
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сила, действующая на оболочку в невозмущенном состоянии, опреде 
ляется формулой

Ри(9)
1<£ Ла, / Л 10/?/-

8с։|-

(3.3)
Проекция главного вектора этих сил на вертикальную ось долж

на уравновешиваться силой тяжести оболочки р-8п/?’;/ц где 7֊ 
удельный вес материала оболочки Следовательно, условие бескон
тактного удержания оболочки кольцевыми токами можно представить 
в виде

I ь '.4 -'■՛ ■ -’5 ) I Зп/?г։/^ ах )

(3.4)

В исходную систему (2.3) входят неизвестные усилия Т՝\, и 5’ 
невозмущенного состояния Их определяем, решая задачу (1.7) (1.8). 
Принимай невозмущонное состояние оболочки безмоментным и пе
редняя уравнение (1.7) по толщине оболочки. с учетом (1.8) и (3.3) 
для определения указанных неизвестных усилий получим следующие 
уравнения:

֊ (V?) - V2 П +• л. - 2 ■ А*

А(.4։7“)-| ։$°=0 (3.5)

I =

/? Л։

Решение уравнений (3.5) с учетом (3.3) и (3.4) имеет вид

5°=0

Подстановкой (3.6). (3.1) в систему (2.3) и исключением неиз
вестных и и V рассматриваемая задача устойчивости сводится к ис
следованию следующего интегро-дифференциального уравнения от
носительно нормального перемещения а>



[5«(Л + 1)>. ||(Л|֊2>4 ^֊(А I -){
2Е/1 \ ЗЛ| / А;

9А, *, ‘ ЗА’Д .4, Л, /*•{ ЗАД ' А, &,/&,) '

4<7<,/?/Л’. , \( I дАг / 13Л= X |5Лг <?«» А;/.
Л ^7'г °Ч։"ЖЛл՜• “М ь

(3.8)

103 <Мл<?гге
Д։ )#*\ 4-4 ЮЗ дА^ 

Д։ д.г I,

где
Зя я

Л = ^ [ ~|П(14 /)|1:1(1 5^с0Й)։вС' '.;)?։п:։] <1-^

о о 0 0
,;2 _ “

3/?’(1֊-А)

4. Решение уравнения (3.10) представим в виде разложения

ю= ( У тх}пР„к (со$«։) )с°$Ъг, (к^п, /' = 2,3...) (4.1)

где ад,г-неизвестные коэффициенты, /Дцх) —присоединенные функции 
Лежандра.

Подставляя (4.1) в уравнение (3.8) и используя обычный про
цесс ортогонализации, после некоторых преобразований приходим к 
следующей бесконечной системе алгебраических уравнений относи
тельно ад«

П^ад«.-~֊г £ = ('« = Л /4-1, ^'4-2, • ■ (4.2)
п I 

где

5^. = — _ (,„ (.]),„
р/?3 ).Я֊Ц’

(4.3) 
^Чк'-'п.гп-г Л^0„,п_2 -}-ЛОЧл,от+2 4՜ 4и| Д^Ол./п-з 4՜

4- Л£> 5Й.И_։ 4- ДЙЗя.да+1 4֊ Л^п.т = з I

В (4.3) ^./ — символы Кронекера, частота собственных колебаний 
оболочки в вакууме при отсутствии магнитного поля

(п—&4-1)(//—А-Р2)(л—/гД֊3)Г 2 „ 5(1ч-*)(2д։4-13/г4-20)------------- ---------------------------- л-—Ь/г —1о-----------------------------
(2Л4-1)(2//4-3)(2/г4-5) ■֊1-7֊'

(п—£4-1)(я-£4-2) | „2 о , 8(14-*)(п։4-5«֊|֊6)
2(2«4-1)(2«4-3) I >-л֊1-н
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АЙ =------------ " * : 1------------1------- !------- I 4/16 Н80лЧ 86б«Ч- 1525л5
(2//±3)(2// | -5)(4/г-1) (Злл(2// | 1)1

1251/г*4-305/? 378//3 270// 15/?։(12//в 68/?-| 109/?-3/?

—91/?—29//4՝ 15) 1 - — |4//5 Н6//4-I 130л34-12б//,-30л-42
'•л— 1-Н

—2£2(2/?4-15/?—20//—29) | ] (4.4)

ДМ---------- - ------------- ------------------- |4/?484/г֊221/Л 63/?+
(4//։ 1)(4л։ ֊9)1 ЗХл-1(2«4-1)

4֊ 391//4 ֊669/? г 276/? 472//—3^’(60ля֊20/?—199//’ —

-51//.’ -262/? 4 20л+3)1------|4/^_2б/г4_4яз_|_58л»_
/՝л—1 +*

-26л-6- 2/е*(2/?֊9/?֊34л4б) )'

АМ = *НН.) л։-9// Ь6 8(1ЛЧ(л3-3//-10) I
- *" 2(4/?֊ 1) 7л-1+* |

(я4-Л)(//.4/г-1)(//4А;-2) , 5( 1+>)(2/?-9//+9) I
*я (2л—3)(4/?—1) /.„֊ 14-7 ]

А*я«---------- 1-----------(------------ 12/?-11/г5-20л4-7/?-8лЧ 8// -Н։( Ю//44-
(2// —1) (2//-4-3) |л(2// -I)1

и 31 -30/1412)1 -А1±±_ |2„.։.Ь4Лз_2/։_^(2Л2.;.2«_3)|1
7П—1-Н )

Условием существования нетривиального решения системы (4.2) 
является равенство нулю следующего бесконечного определителя:

/'стл 4՜ £/пл|--- (4.5)
где

С'""- ?= '^Л

В силу (4.3) и (4.4) легко заметить, что бесконечный определи
тель. входящий в уравнение (1.5). относится к классу сходящихся 
(нормальных) он редел ителе й.

Из уравнения (4.5) определяем критические значения кольцевых 
токов, при которых оболочка теряет статическую устойчивость. Это 
уравнение в первом приближении (//=/// = /) имеет вид

<2֊-^)*) = 0 (4.6)

Для второго приближения получается следующее уравнение

Н • ^,., = 0 (4.7)
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Уравнения (4.6) или (.4.7) необходимо рассматривать совместно 
С уравнением (3.4). представляющим собой условие бесконтактного 
удержания оболочки. Из (3.41 и (4.6) в первом приближении получа
ется следующая система алгебраических уравнении относительно кри 
тических значений 7* и 7’ кольцевых токов

(4-8) 

г1П{(а;+25)»'֊/;+г։Я-;(«;+4)5.'О:=* 1.(£1+г?)(^+^)1Уг
. 2՜ 1 г. К г5^ 

где

1К (Х/-1֊н>)Дк< (4.9)

Из (4.8) в частном случае, когда <?!=«. а, г։ = |гз1 ДЛЯ кри- 
тических значений получаются следующие формулы:

б. . 2&»-1/2£Л ,-։ ,։.«„ Зт(<*4-**)8'8 '
С “за* I ' 1

(4.10)
А 2/3« |/2£-А . . , ,)3„ Зт(«.»+^)6/; 1
С з«’ I =7Г 1 ' ’ I

Минимум функции 7'(/,/г), как видно из (4.10), достигается при

и составляет

В;, _ 3-;(а» 1-г») Я;/֊/-1
“ 8£г ։/.») “

ш1п — 
с

__ 4(дЧ^)8 1/ 3֊;А 
■ МУ г У 4^

(4.11)

(4.12)

Легко заметить, что при условии (4.11) имеет место ./.’- 0 и 
гг-- а՝. [3 силу этого из (4.11) и (4.12) окончательно имеем

т1п^ ^1/2^՜. га1пЛ=0 
с 3 г -я

где величина Ь. согласно (4.11). является минимальным значением 
функции по волновым числам / и /г.

Таблица I

ь R 1 к ь
71 

ш1п —
а

/ кА\ 
10< — ) 

к м /

1 100 13 13 0,9037 3,9651
1 125 14 14 0,8057 3,1646
1 200 18 18 0,6340 1.9659
1 250 21 21 0,5659 I,5691
1 500 29 29 0,3978 0.7797
1 1000 41 41 0,2802 0,3887
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В табл. I для оболочки, изготовленной из диэлектрического ма
териала КАСТ-В и покрытой тонким сверхпроводящим слоем, приве
дены значения ■/' о при различных отношениях /.'/< Для выбранно
го .материала Е 1,7=10։1> н.'м2, > 0,15.

Авторы благодарны профессору М II. Киселеву за полезное об
суждение.

ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ :Ո1)ԱՆ4՚ՆևՐԻ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ ԳհՐ^ԱՂՈՐԴԻՉ 
ԱՖեՐԻԿ ԹԱՂԱՆԹԻ ԿԱՅՈ ԻՆՈ ԻԹՅՈԻՆՐ.

Դ. b. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ. Պ. ձ Մ4ՐՏՑՅԱՆ

11. մ փ ii փ ո i il

Աշիւսւէոանրում հիմնվելով մսւդնիսաաււաձդականո։ի1 լան ոչ դծաւին էա- 
վասաքու մների ե եզրային պա լմանների վրա, արտածված են մ ա զն ի ս ական 
դաշտում դտնվոզ զերհազորզիչ է»ֆերիկ թաղանթների զծայնացված Հավա
սարս» մներր It Հ տմ ա էդ tutntu »»[սան եզրային պայմտններր» Դիտարկվ ած է 
դերհաղորդիչ ս՚իերիկ [J ադանթի կայունության իւնդիրր երկու դո t դահ I, ո շրր- 
ջանային հոսան քներով ստեզծվ ած անհամ ասեո մս» դնի սական դաշտում։ ii- 
րոշված են հոսանքների կրիտիկ ւսկան այն արմեքներք, որոնց դեպքում թա~ 
զանիր կորցնում է, ստատիկ կայո»նո»թյունը»

STABILITY OF A SUPERCONDUCTING SPHERICAL SHELL IN 
THE MAGNETIC FIELD OF CIRCULAR CURRENTS

G. E. BAGDASARiAN. P. A. MKRTCH1AN

S U hi m а г у

In the paper based on non-lineary equations and boundary condi
tions of magnetoelasticity, linearised equations and corresponding boun
dary conditions lor superconducting spherical shells in a magnetic field 
are deduced. The stability problem for the superconducting spherical 
shell in a non-uniform magnetic field is considered, which arises from 
two parallel circular currents. The critical values of the current are de
termined beyond which the shell is statically unstable.
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