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УДК 539.319КРУЧЕНИЕ СОСТАВНОГО КРУГОВОГО СТЕРЖНЯ С РАДИАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ
АРУТЮНЯН Л. Д„ АПИКЯН Ж- 1Рассмотрим задачу о кручении призматического составного стер жня с сечением в виде круга с радиальной трещиной между материа­лами (фиг. 1).

Фиг. 1

В полярных координатах г. 7 функции напряжений ит (г, ?) (м=1, 2, 3) удовлетворяют урав­нению Пуассона [ I ], 1 дС!т , 1 д՝ит ог
дг* г дг г* Оч?(/»«1,2,3)՜ (1.1)при граничных и контактных усло­виях

ит(а, ®)«0, т. = 1, 2, 3
Ь'т (г, — \ =0, т == 2. 3 \ 2/Ц(г,0)^а(г։0), Շ'յ(Դ^=Գ(^ ֊*)_1_ дЦг(г, ?) = К дЦг(г, ?)О։ до С. до т=01 1 дЦ(г, у) I

в3 д<? т , Ох ду |в=_пгде С։т (/п«=1, 2, 3) —модули сдвига материалов тел.С целью сведения задачи к решению гармонического уравнения положим
^(/՜. ?) քհ (է— --------—<Мс ?)От (1.3)2где /• нению 1пг/а и функции Фп(/. <?) 2, 3) удовлетворяют урав-дгФ„ д*Фя
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Решение уравнения (1.4) ищем в виде ряда и интеграла Фурье ухФДЛ <?) = i IC\Cz)shz? D։(£)chz«]sinzM? 4- V sin ky J А- 1О (— *<?<0> -*><?<0)

v A<V^Sin2*? 
k >1Удовлетворяя условиям (1.2), для определения постоянных А^о, 

Ст, Г)т (/7?=1, 2, 3) получаем следующие выражения:
а* 2

— th----------------- - ------
! z2 4 . ~z L"zzch— ch —2 4

А<«>=(-1)«’(1 — ( —1)*) — (/7г=1,2, 3)
кг.

Dm{z) =
a2z*(44-г։) (/« = 2. 3)

^(z) = — 4-8Ht(ivH) 44- ■?
, — z , 3—z 

shTsh~ 

г(4+г’)ДсЬ^

G(z)=-

.3-z sh֊r-- z ~z 4 ,KZ , 3r.Z chVshT՜ ֊h 8(144-1)------- ------ —z(44֊2?)Ach ֊֊
CCT(z) = — — th — -8(И. т4+гг 4 . 3rzSh~ rzг(4 2։)Дс11 —4 (т = 2, 3)
гдеA=>A(z) = (l4-u։)(14.|i3)ch^z4-1 — «։^0; !*։=-*; h3= 

CiПодставляя значения (1.6) в (1.5), находим (1.7)
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<Ц'. ?) 4аг Г Дт(г, ?)$1п.г/т/г
з 2(44-г’)Л(2)сЬ-

4

Мл у)ехр(^)^ 

г(44-г։) Д(г) сИ —4 (ж = 1,2. 3) (1.8) 
гдед։(2> ?) = д(г)сИг с11 — 8Йг<р—|ч$Ь—

Мл ?) — △(г)сЬг 2(р3|- 1)$Ь ֊ $Ьг (1.9)

(3-\ Згг / ~'?--֊) “ 2(М֊1)8й—8Ьг(<?- —4 / 4 \ 2Используя формулы для определения касательных напряжений [1]
(Ме՜1 дФ

а д®
СЬе֊՝ 

а
(1.Ю)получаем

Й։)(Л ?)
_ 2Отва Г ехр(/(/г 1))1՜ г(44֊г։)сЬ^ Д<г>

"ЙЧЛ <?) = —о„։0й
2 Г Мл ®)ехр(/(£?—!)) ,1 ՛ (с 4 —" с,
\3 (44-г։)Д(г)сйу(яг«1, 2, 3)

(1.11)
Для исследования поведения касательных напряжении в центре круга применим теорему о вычетах и представим 11. II) в виде бес­конечного ряда

т ехр(т(тг1—1)) . * о .Лв... .—I------------ . г4 1—!----- —-|֊2 Выч (/{’’^»©.г)^*)Л(4-Нг;)сЬ^ *՝-*4 (1.12)'(^(С ?)=О,7։6аег— дт(Л^ ?)ехр(1(*л—1)) (44-^)Д/(г1)сН-^ У Выч(/^(^.?.г)2к)
здесь /^'П,(Л ?, г) (£ = 1.2)—подынтегральная функция в (1.11), (/г>2); г1--2т; Ь^2(2^-1)/ (4<0), а г* = Нь-/гд-корни уравненияД(з)=0 (1.13)5 



которые расположены в порядке возрастания положительных значе­ний тл. Легко доказать, что вес корни уравнения (1.13) мнимые, то есть ;*=0, причемr,*= —arccos А H-2(Zj—1), //=------— ~ 1—— (fc=l, 2. ...) (1.14)" (Ра±1)(^Н)Очевидно, что средн чисел г,* (k = 1, 2, 3, . . .) первое положи­тельное число—-<7г, причем ^։<1.Характер напряженного состояния в центре круга определяется величиной <1. В данной задаче в центре круга всегда имеется кон­центрация напряжений.Представляет интерес изучение коэффициентов особенности для обоих касательных напряжений при различных направлениях прибли­жения к центру круга и сравнение этих значении с порядком особен­ности напряжений.В табл. I приведены значения порядка особенности напряжений. Как видно из таблицы, при увеличении р, или р, порядок уве­личивается. Это значит, что при увеличении жесткости первого мате­риала порядок особенности уменьшается.
Таблица 1

1*3
0,01 0.1 1 10 100

0,01 0,063 0,144 0,337 0,474 0,5
0,1 0.144 0,195 0,366 0,5 0,526

1 0.337 0,366 0,5 0,634 0.663
JO 0,474 0.5 0,634 0,805 0,856

100 0,5 0,526 0,663 0,856 0»937Определяя коэффициенты при особенности для напряжений и (яг®1, 2, 3), получаем« 4Ю„ Дк(г։, о) „ 4О„ ^4*(г”?)—-------------------------- , А’,п=; ֊—----------------------------------- —— -;1 (44-£|)А'(г1)сЬ-^֊1 7’ г։(4--г?)Д/(г1)сЬ^֊4 4(1.15) или более подробно8 sin — 4 (zr., кт?.р2 Sin —•’ COS>?J?--COS —- Sin 2 2“(4—^(Pa-f-Ocos^—1-sin z-r։1 48p2 sin —1 sin ’h (— —? )____________4__________ \ 2 /"(4—’]?)(p։+1) cos^2- sinny/։4
8p, sin sin vji (<?- 4г)____________ 4__________ \ 2 /J?(4-^)(p,+l)cos^֊sin^1(1-16)

. ^3 =
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Ssin'yk 'sin—* Sin cos 2 cos ъ?"(4“’}?)(b-rl)cos sin RT<։
(1.17)8p,sin cosrd (~ “г) Sin 'yk COST,։ (?--֊•)

R^--------------- ------------———. b------------------ - -------------—֊—-0 — ^)(Ps4-1 )cos ֊- sin-ri։ -(•!֊Tn)(Hj+1 )COS -^֊ sln^։ъI’. табл. 2 и 3 приведены значения коэффициентов при особен­ности для касательных напряжений. В табл. 2 первая строка относится к случаю <?——к/2, вторая—•? —х 4, третья—«? -0. В табл. 3 первая строка относится к ? 0, вторая ?- - 4, третья — ՛? ~ 2.
Таблица 2

Значения К։ Зкаченвя R,

\ Н
0.01 0,1 1 10 100 0.01 0,1 1 10 100

0.142 0,449 0.412 0.353 0,340 ֊0.001 -0.083 -0,232 ֊0,319 -0,333
0*01 0.328 0,404 0.473 0.451 0.441 0.296 0,215 0.004 -0,150 -0,178

0.044 0.182 0,408 0-474 0,475 0.440 0.419 0.239 0,044 0,005

0.449 0.446 0.402 0,340 0,325 0,083 0.000 -0.180 -0.278 -0,293
0.1 0.300 0.360 0.439 0,420 0,410 0.345 0.264 0.034 -0.127 -0,155

0,020 0.134 0.369 0,437 0.438 0.457 0.425 0,239 0.044 0,005

0.412 0,402 0.340 0,261 0,242 0,232 0.180 0,000 -0,117 -0.136
1 0.242 0.267 0,314 0,283 0.269 0.406 0.350 0.130 -0,038 -0.068

o.oos 0.067 0,240 0.282 0.278 0.473 0,435 0,240 0,044 0.005

0.353 0.340 0.261 0.144 0.107 0.319 0,278 0,117 0,000 -0,020
10 0,196 0-207 0.217 0.143 0.109 0,433 0.387 0,186 0,022 -0.008

0,005 0.044 0,155 о.юь 0.109 0,475 0,437 0,240 0,043 0.005

0.340 0.325 0,242 0.107 0,047 0,333 0.293 0.136 0.020 0.000
100 0,186 0.196 0.198 0,104 0,047 0,437 0,392 0,195 0.032 0,002

0,005 0.040 0.140 0,100 0,045 0.475 0.437 0,240 0,043 0,005Значения /?л и А՜, получаются соответственно из R, и А։ при замене р։ на и, наоборот.Можно доказать, что А՜, К., Кг /?,. R, не обращаются в нуль в соответствующих промежутках изменения «?, а Ri обращается в нуль только для одного значения <? из (• •-,()). Обращение К,. А',, К։, 
R՝, R*, Н9 в нуль эквивалентно следующим условиям:

Т.Г.. г. пт.tg’JiT-Pttg—; ?= — ֊֊-:*- * ’ll к пт . -■»}։V = — -г —: ctg^<? = - н tg —;2 ъ 2
т. к пт.S ея------ — — —:О Or. г ?=4 + ^-+- (1.18)2 2^1 ’llЛегко видеть, что углы -j- Лх « к ft«------,  не лежат в ин- у--- О------------ ՝tуа ֊ ֊41 'а



/п “ \ . nr. к r. tir. /r. \тервале (U, — 1, a углы — H----- , —4- — -.---------в интервале (-j\ - / - T> j r։J \2 /ни при каком целом n.Докажем, что первое из уравнений (1.18) не имеет корня в ин­тервале ( —»• 0). В самом деле, общее решение указанного уравне­ния имеет вид
где

ь~—• (*=0î ±1: ±2; .-.) ’h?•== — arçtgtatg“֊)
Таблица в

Значения К. Значения |<։

0.01 0,1 1 10 100 0,01 0.1 1 10 . 100

0.’Ц4 0.182 0.408 0.474 0.475 0.005 0.042 0.239 0.437 0,475
и,01 о.озо 0.116 0.235 0.259 0,257 0.033 0,146 0,410 0.591 0.620

0.000 0.000 0.000 O.iOO 0.000 0.045 0,167 0,173 0.644 0,672

0.020 0,134 0,369 0.437 0,438 0.005 0.042 0.239 0.437 0.475
0.1 0,013 0-083 0,210 0.236 0.235 0.016 0.113 0.386 0.570 0,602

0,000 0,000 0.000 0.000 0.000 0.020 0.141 0,440 0.617 0.646

0.008 0,067 0,240 0,282 0.278 0,005 0,042 0,239 0,437 0,475
1 0.005 0.038 0.130 0.147 0,144 0.009 0.070 0.314 0.479 0,531

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.009 0.080 0.340 0,520 0,550

0.005 0.044 0,155 0.108 0.109 0.005 0.042 0,239 0.437 0,475
10 0.003 0.024 0.081 0.070 0.055 0.007 0,058 0,274 0,453 0,484

0.000 о.ооо 0.000 0.000 0.000 0,007 0,062 0.286 0.456 0,486

0,005 0,040 0,140 0.100 0.045 0.005 0.042 0,239 0.137 0,475
100 0.003 0.022 0.073 0.050 0.024 0.007 0.056 0.269 0,440 0,485

0.000 0,000 0.000 0.000 0,000 0.007 0.059 0,270 0,446 0.475

Так как 0<та<1, то ?*>0 при 6=0. I, 2. ... С другой сторо­ны, при £ = —2, —3, —4, . .. имеем°г
Остается доказать, что ?_։ тоже не лежит в интервале (— г., 0).Если р>Рз<1, то А<0 и — (р։+!)А<1 или откуда______  ______ —М1/ 1 Из последнего неравенства получаемГ 1 ~ Л —;>։А Ь 7“՜ <(агссо$(—А))или агс!я ( р, ֊^<агссо5(-А)

откуда ^|?о<Ст;-’::т.г Окончательно получаем 8



9-1 “ ?6Наконец, докажем, что уравнение
имеет ровно один корень, лежащий в промежутке 0). Все кор­ни последнего уравнения даются формулой? = '?* = — Н ?о (£=0; ±1; ±2;...)

Ъ где % = - — аге«.? ( р21д -)
Ясно, что 0>>0 при £ = 1, 2. 3, ... и >*•< - при /г = — 1, —2, ֊-3, ... Для проверки остался только корень %. Покажем, что ֊-<•^<0 или 0< -^%<пт<։.Неравенство 0<— -/;։у0 очевидное. Докажем неравенство— ^<4 (1-19)При— I имеем

А*то есть неравенство (1.19) выполняется. При имеем
Л > о, (Ь + 1 )Л < )4 или УИз последнего неравенства найдемс։р--<։<И5откуда -т(1>агсс!" или >~Г.А

Таблиц« •?

11з

1^з
0.01 0-1 1 10 100

0,01 90' 77 45' 45’45' 10’ 1’10'
0.1 10245' 90 52՛ 1Г25' Г20'

1 134’15' 128 90 24' 3’
10 170 168 35' 156’ 90 17’10'

100 178'50' 178 40՜ 177 162 50' 90 9



Итак, в промежутке ( -,О) существует единственный угол для которого /?։ = 0.В табл. 4 приведены значения угла у0.В табл. 5 приведены значения касательных напряжений для раз­личных упругих характеристик на некоторых радиальных линиях.
Таблице 5

Ю; На 10

~г/ (г.?>/(С1д!и)______________ _____________ •/.?
х;а

՚հ
0,001 0,1 0.5 1 0,001 0-1 0,5 1

0 -0.0100 0.0037 0.1703 0 0.0282 -0,0845 0,0165 1.4543
- 45 -0.0045 0,0077 0.0452 0 -0.0291 -0,0595 0,0108 1.0675
-90 0 . 0 0 0 0.0294 0,0516 0,0033 1,0266
135 0.0045 —0,0077 —0.0452 1) 0.0291 -0,0595 0,0108 1 ,0675

— 180 0,0100 -0,0037 -0.1703 0 -0,0282 0,0845 -0.0165 1.4543

!Ъ֊Ю; Нз 1

■;/ (*■?)/(с։”«)______________  _________ ~7.т (г.?) (Օէ^>
"Х. ր/ճ
9

0,001 0.1 0.5 1 0.001 0,1 0.5 1

0 0,0039 0,0105 0,1730 0 -0.С178 0,1080 -0,0647 1,3883
245 0,0024 0,0282 0,0570 0 0,0178 0,0830 0,0443 0.9906

—90 0,0073 0 .0370 0,0284 0 0,0163 ֊0.0715 0 .0688 0,9192
-135 0.0117 0.0486 0,0283 0 0,0136 0,0658 -0.0934 0,8763
-180 0,0150 0.0676 0.0461 0 -0-0097 -0.0614 -0.1262 0.8200

:ъ=1; ։ъ=1

-гх (г.г) (С։0а) "/г (г.'т) (Օյ0<յ)
\ г/а

0,001 0.1 0,5 1 0,001 0,1 0.5 1

0 0.0060 -0.0487 -0,0372 0 0.0060 0,0655 0.1407 0,7926
֊45 -0,0032 -0.0221 0,0139 о Ո,0078 -0,0715 -0,1192 0,8385
-90 0 0 0 0 0.0084 0,0727 -0,1129 0,8488

-135 0.0032 0.0221 0,0139 ք» 0,0078 -0.0715 -0,1192 0,8385
-180 0,0060 0.0478 0,0372 0 0,0060 -0,0655 ֊0,1407 ո.7996

ՇԱՌԱՎՎԱՅԻՆ ՃԱՔՈՎ ՐԱՎԱԴՐՅԱԼ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՑՈՂԻ ՈԼՈՐՄԱՆ ԽՆԴԻՐ!!
I, Ա. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ. <Ւ. Դ. ԱՊՒԿՅԱՆ

II. մ փ и փ и ւ մ
'1'ի սլարկված ք; շա/ւավք/ա յին !՝ա[> ունեցաք երեր նյութերից կազմված 

րադազրյաէ սլրիւքմաաիկ կրւր ձոոի ո/որման իւնւյիրրւ
հւնւլիրր Լուծված Լ լարումների ֆունկցիայի օզնությամր։ Անհայտ զոր- 

ծտկիցների որոշման համար ստացված են վերջավոր արւսահայտութ յուններ:
էհսումնաււիրված Լ լարումների եզակիոլթ յան կարղր և ւյործակիցր ե-10



ffbft \ււուք!եր1ւ միացմ ան կետի շրշակա ipttith Հաշվված են (iupttt 1/ ն երի ար֊ 
էէեբներր շասավղտչին ր/ժ/»/րՀր Կատարված Լ թվային ո41էէէւյնսւււիրՈԼ-
թյան անալիզ։

THE TORSION OH A COMPOSED CIRCULAR ROD WITH A 
RADIAL CRACK

L. A HARUTIUNfAN, J. G. APIK1AN

S u in in a г y

The problem of the torsion of a composed prismatic circular roil, 
formed out three different materials with a radial crack between them is 
considered.

The problem is solved with the aid of stress function. In order to 
determine the unknown coefficients, finite expressions are obtained. The 
order and the coefficient on singularity of stresses in the neighbourhood 
of the point of joint of three materials are studied.

The values ot stresses on the radial lines arc calculated. The ana­
lysis of numerical investigation Is carried out.
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