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Задачи оптимизации устойчивости упругих систем имеют весьма 
длительную историю, изложенную, например, в работах [1—7]. В [7] 
для нескольких способов заделки получено необходимое и достаточное 
условие оптимальности, а также дано выражение для формы стержня, 
при которой критическая сила потерн устойчивости максимальна.

В [1] рассмотрев консольный упруго аде. инны։: стержень, В на
стоящей работе получены оптимальная форма потерн устойчивости и 
значение критической силы для иных способов заделки упругого стерж
ня. Поскольку способ решения всех рассмотренных ниже задач идентн 
чей, изложим его подробно лить для первой из них. ограничиваясь в 
отношении остальных постановкой »адачи и формулировкой получен
ных результатов.

I. Верхний конец стер пеня может свобод
но смещаться. но не может поворачиваться, 
нижний конец стержня упруго заделан. Верх
ний конец стержня находится под действием вер
тикальной сжимающей силы Р. Линия действия 
сжимающей силы при потере устойчивости ос
тается вертикальной (фиг. I). Длина стержня 
равна I, а коэффициент жесткости заделки а. Че
рез Е обозначен модуль Юнга материала, а че
рез ./(х) момент инерции поперечного сечения. 
Задача об устойчивости такого стержня рассмот
рена в книге |4).

Обозначим через у(.т) прогиб стержня, от
считываемый от линин действия сжимающей силы. 
Деформации стержня предполагаются достаточно 
малыми. Тогда соотношения, определяющие у(л‘) в 
рамках линейной теории упругости, имеют вид |4] 

у" 4-Р(Л7)֊х у = 0 (1.1)
у'(0) = 0, у'(/)=А֊»у(/) (1.2)

Здесь у'(х) ~ ду(х) дх. Обозначим через 5(х) 
площадь поперечного сечения стержня. Считается, 
что поперечные сечения стержня — подобные фи
гуры. Тогда
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./(х)=Л52(х) (1.3)

Здесь постоянная к>0 определяется формой поперечного сече
ния стержня. Кроме того, имеется ограничение на объем стержня

։
5(л)</х=1/. У>0 (1.-П

6
где У—-заданное число. Задача состоит в выборе такой функции 
$(х)>0, удовлетворяющей ограничению (1.4), при которой критиче
ская сила потери устойчивости будет максимальной. Известно 
| 1, 2.5—7]. что куб оптимальной площади поперечного сечения 5(х) 
пропорциона пен квадрату соответствующего прогиба. Поскольку, од
нако, прогиб удовлетворяет однородной краевой задаче (1.1), (1.6), 
то величина размерного множителя в условиях оптимальности может 
быть принята равной единице. Таким образом, необходимое условие 
оптимальности, связывающее площадь поперечного сечения 5(л*) и 
его прогиб у(х), имеет вид

у=(л:)=53(х), (1.5)

С учетом (1.3), (1.5) соотношения (1.1), (1.4) принимают вид
I

У "(*) Ф т֊У"Цх)=0, 1 уГ(хк/х= V 
/:/г .1 о

Введем новые величины л*,, Р։, уДл^) по формулам

л:։ = —, Р,-=Р—, У1(^1)=(—■ )* У(х) (Хл։<1 (1.6)
I я. \Рг/

В новых переменных получаем следующую краевую задачу՛

у!+ у՜ г = о, у;(о)=о. у;(1)=/°։у։(1)

о
На основании [7] решение задачи (1.7) записывается в параметриче
ской форме следующим образом:

у։(0) = Сг81п30 (1.8

х1(в) = ^-4'^_2.51п29^+С։ (>-9

Здесь С։, С2— постоянные, параметр &£]%. $։|. Числа &0 ” $։ удовлет
воряют условиям

х։(Ц>) = 0, х։(б։)=1 (1.10

С учетом краевых условий задачи (1.7) заключаем, что справедливы 
формулы
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= 0 (1.11)dxx 4 »t

lvL֊'°.y.(^)|| =0 (1.12)
I dxx I l^e,

Из изопериметрического условия вытекает, что

Для определения постоянных величин %, 0։, С։, С2, я также силы /\ 
преобразуем соотношения (1.10) (1.13).

Из (1.11) имеем /з’С{'3со$&0 = 0. Поскольку ищется нетриви
альное решение у։ т=0, ти С։^=0. Значит,

cos&0 = 0 (1,14)
отсюда следует, что sin290=O. Из (1.10) вытекает, что

si" 2»о) + С։ = О

Так как sh։2%==0, то

^cf9։+cs-o, c,=-/Jch. 0>5)

Ввиду (1.10) будет

/ 3 - / 1 \ / 3 В / 1 \!-֊ (0։-0o֊Tsin20j

9
Ч «—- j (1.16)

/з ^1—%- — Sln29j

С учетом (1.12) заключаем, что

/3Cfc‘>s°i=^c1sin։։il. (|л7)
1 1 ‘ sin30x

Из (1.13) следует, что

®. «I
С 2. dxy С 2 угд 2] У’(°> dT‘/J = J С> sln’elAq (l-cos20)d0 —

-/з er'}.»«. - /3сг(|- 22.' +1 „л - 4,.+ -
е.

-^s,n40o)e7P«՜7

Так как sin 20о = sin 46О = О, то получаем соотношение
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/5 1. / I \— (3(1,֊-281п2&, г_5|П401-36^= ~ (1.18)

Из (1-16) и (1.17) находим выражение для Р։

Зсоб&։ А,—60 ֊ й!п201 

р —--------- _------------ - ---------
։ 2з1пЧ

Исключим С| и Р. из равенства (1.18) с помощью формул (1.17) и
(1.19). Получим уравнение, связывающее параметры б։ и

(1-20)

(1.19)

30,—‘2811’20,4- -у 81 п 40,—30о

2/2

СО8&,

— ь!п2оЛ 810’0, 
2 7

Если числа 0*. 6* удовлетворяют уравнению (1.20), то числа 0^4 -т ։ 
0^4-~яг (т— целое) также удовлетворяют этому уравнению. Так как 
переход от одной пары чисел к другой может лишь изменить знак 
функции у,(б , который не имеет значения в рассматриваемом случае, 

то, согласно (1.14), можно положить 80=- —. Определим теперь 
2

интервал, в котором следует искать 5,. Этот интервал должен удов
летворять двум условиям:

1) при изменении параметра 0։ внутри этого интервала правая 
часть уравнения (1.20) должна изменяться от и до с», поскольку 
т€(0, ос).

2) на искомом интервале функция у,(б) должна иметь наимень
шее возможное число узлов, так как вычисляется наименьшее собст
венное значение краевой задачи (1.2) (соответствующее наибольшей 
величине критической силы).

Нетрудно убедиться, что этим требованиям удовлетворяет ин
тервал /о, 20. Таким образом, задача сводится к определению при 

заданном значении параметра •; числа 0, £ ( 0, -20 из уравнения

] з /----------------------------------------
30։-281п2&, -^ш40։ф-^ / СО$6
_____________ 4________*■__  Е _________________________ (1.21)

2 | 6, - ֊ ։й|2а։ —՝У 5Ш։6։

После этого величина Рг пропорциональная критической силе, опре
деляется из уравнения (1.19), постоянная С, вычисляется но формуле 
(1.16) и постоянная С։—но формуле (1.15). Наконец, функция урЧ-?,). 
пропорциональная оптимальному профилю, определяется с помощью 
соотношений (1.8), (1.9). Полученные при различных значениях пара
метров результаты вычислений обсуждаются в § 1. 
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2. Упруго опертый ни концах стержень имеет заделку ни одном и 
шарнир ни другом конце. Как и в первом параграфе, обозначим через 
Р вертикальную сжимающую силу, через I, Г7—соответственно длину 
и объем стержня, через Е модуль Юнга материала стержня. Пусть 
далее ./(л) —момент инерции поперечного сечения, ■$(.«)—площадь по
перечного сечения стержня, у(х)—прогиб стержня, а постоянные а1? а, 
-коэффициенты жесткости заделки концов. Запишем соотношение, 
аналогичное (1.1) и (1.2). для рассматриваемого случая [4]

Г+Р(ЕУ) ։у-0, >-(0) 0. /(/) =41 Р>''Н) (- + ֊)+У(/) 
/ | \ал о./ (2.1)

Положим т—2։7.2(я։-|-з.г) Тогда -?.-։֊|֊х7։.
Условие (2.1) перепишется в виде

(2.2)

Будем считать, что объем стержня задан, то есть справедливо ог
раничение (1.4). Используя далее необходимое условие оптимальности 
1'1.5) и проведя замену переменных (1.6), получим следующую краевую 
задачу:

у;+уг,/3-о. у,(О)-о. у,(1)=у;(1)(։-р>)

О
Соотношения (1.8) — (1.10) сохраняются в прежнем виде. Из (2.2) 

получаем
С151п3&0«0 (2.4)

Значит,
Л""

81п%-0, 81п20о=О, 1ГЗС’ ’(1-Р։)со8б։-С։51па6р С֊'3= 1—^'о00591-

(2.5)
Из (1.10) следует, что

’|с|ч..гс,-и1 1ш20=1 (эд

Отсюда имеем
с?'3= —---------Ц-------------  (2.7)

/з(01 бо--֊ 51020^

Из (2.5) и (2.6) получаем выражение для Л

251пл9,
з/\—§1п20։ ^СО5$։ 

* 2 /

(2.8)
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В соотношении (I 18). к которому сводится требование ограниченности 
объема, не участвуют граничные условия. Поэтому оно остается неиз
менным и для рассматриваемого случая

^30, — 2sin20։4- —-sin 46,—3-% | = \Р f ’/•'

С учетом (2.7) получаем уравнение

. 30, 2sln2&t֊|—у sin4&։ —Зб0
;-----------------------rf֊УЖ-Т (2-9)

ГА-Гуо- — sin20։)

Здесь Р, выражается формулой (2.8). Рассуждая аналогично § 1» 
в соответствии с (2.4) положим го есть С։=-О. Величину 9, бу-

дем искать в интервале Уравнение (2.9) сведется к сле

дующему:

, 30, 2sln20։ ~siii46։
___ L_ 1 1/
-2/3 ^։_lsiI12o։y Г 

 2sin*6,_______ 
3^9, ֊ $in29,^cos9j

(2.10)

2) определить ~ 3
2՛ 2

.Алгоритм вычислений здесь следующий:
1) задать величину параметра 7^(0, оо);

из уравнения (2.10);

3) определить величину 1\ по формуле (2.8);
4) определить зависимость у; 3(.г։) по формулам (1.8). (1.9).
3. Верхний конец шарнирно оперт, нижний упруго заделан. 

Через Р, /, 1/, -х, Е, ./(л՜). у(л՜) обозначим ге же величины, что и в 
§ 1. Прогиб стержня у(-г) удовлетворяет соотношениям

У'Ч֊Р (£/)֊>-֊ 0. у(())֊֊0, /(0 = у(/)(Д + ^)

Краевая задача, аналогичная (1.7) и (2.3), запишется следующим об
разом:

у.-тУГ1'3^. Ут(О)=О. У,(1)-(1г^)У,(1)

з/з/ Т И/£Л\։'2-г=7(֊)

Используя (1.8) — (1.10), получим

C։sln36o = O. slnGo = O; sin2Go=O, IjL С]/590-гС։= 0

/з / I \
V (°1-®O - sin20,) =1, /TC;/3cosG։ =« (lфР,)С,sin’9,

4^ \ •* /
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— c!/<։ ( 39х—2sin2&x4- 4 sin49x-30o)= ТРГ ’

Отсюда вытекает равенство

/ 1 \ ' ■31^1֊ % — Sin26։ JCOSÛj

2s m3(/։ 0-1?
.Аналогично первым двум параграфам имеем

35j—2sin20։4- — sJn40x -39
4

2/3 (0x-&o֊4sln25;

- 4 sïn29x ) cos9.

2sin09.

(3.2)
Проводя далее рассуждения, подобные § I» получим, что &о = О, а 

/ 3 \число б։ следует искать в интервале ( Уравнение (3.2)

принимает вид

39j—2siJj2O։ |- — sln49։
''________ 4______

2/3 (9, 4sln2û։y
(3.3)

Способ вычислении roi же, что и выше. Именно, вначале задается 

7^(0,'хэ), далее определяется параметр 9։Ц z. -г), затем вычис

ляется величина Р, по формуле (3.1) и. наконец, находится зависи
мость у]/3(л*х) по формулам (1.Я), (1.9).

4. Результаты рагчегов. Схема решения задачи в каждом конкрет
ном случае сводится к следующему:

1) по заданным значениям V'. /, Е, k, i (см. § 1) находим вели
чину 1 (см. (1.7)): 2) определяем 9։; 3) определяем !\\ 4) находим 
функцию ух(-гх); 5) с помощью формул (1.6) находим фактическое 
значение критической силы Ро и прогиб у(л'); 6) находим оптималь
ную площадь поперечного сечения из условия {1.5).

Уравнения (1.21). (2.10) и (3.3) были решены относительно 0г на 
ЭВМ. Параметр -, изменялся от 0,25 до 10 с шагом 0,25. Для задач 
1, 2. 3 па фигурах, соответственно, 2, 3. 4. построены графики зави
симости уу3(х։) при 7 = 0,25; 7 = 5. При 7=10 кривые на фиг. 2—4 
практически не отличаются от соответствующих кривых при 7 = 5. 
Отметим, что функция yf3(xx) пропорциональна площади поперечно
го сечения, то есть ее график представляет собой модель оптималь
ного профиля стержня. На фиг. 5 кривые 1, 2. 3 представляют зави
симость IgPj от 7 для задач 1, 2, 3 соответственно.
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U. մ փ и փ n ւ մ

/Zշխ tu տ ան/>[I նվ[ւ րված Լ սուաձղսւկան ձողևրի կայունով) յան խնդիր- 
ների դիէոարկմանրէ Ս աաէյված հն կա յոլնււլթ յան կորստի on/it;/ւ dւպ Altp It 
1Ավւտ[>կական tn Jի ttipdhpp »nt տ ձիական ձոէյի Հայրերէ игш^՛Л/ւ 
tu մր ա tj մ ան հ ա մ սւp ւ

SOME PROBLEMS OF STABILITY OPTIMIZATION OF ELASTIC 
BEAMS

V. a. COLDIN. V. B. KOI MANOVSKY

S и m тагу

In the present paper the solution of problem of stability optimiza
tion of elastic beams is presented. The shape of the optimal beam and 
the critical value of the load are derived.
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