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Прогнозирование ползучести кристаллов вообще весьма затруд­
нительно при рассмотрении сложного напряженного состояния, изме­
няющегося во времени по произвольному закону. Для обобщения рео­
логических соотношений при одноосном напряженном состоянии на 
случаи сложного напряженного состояния обычно принимается предпо­
ложение об изотропном упрочнении материала ([ Г] стр. 334), то есть 
выбираются какие-либо инварианты, определяющиеся тензорами на­
пряжений и деформаций, и затем соотношения для этих инвариантов, 
легко проверяемые при одноосном напряженном состоянии, оставляют­
ся в силе и для сложного напряженного состояния. Однако, обобщения 
такого рода оказываются оправданным։։ редко и лишь при определен­
ных программах изменения напряженного состояния во времени.

В настоящей работе строятся реологические соотношения для мо­
нокристаллов с Гринспен ։ рпровапиой кубической решеткой на основе 
концепции скольжения дислокаций, которая получила частные под­
тверждения в работе [2] и согласно которой разница при рассмотре­
нии осевого или с южного напряженного состояния нс является прин­
ципиальной.

Основными гипотезами <десь приняты следующие:
I Деформации ползучести имеют место лишь ла счет скольжения 

дислокаций в системе плоскостей {111} в системе направлений < 110>.
2 Скольжение ни юкапий в некоторой системе скольжения, то 

есть а некоторой плоскости из системы плоскостей (111} и в некотором 
направлении ։։.« системы направлений .<110> (например, в системе 
скольжения (111) [011]. определяется лишь историей изменения каса­
тельного напряжения, соответствующего этой системе скольжения.

3 . Сопротивляемость кристалла скольжению во всех системах 
скодьження одна и та же.

I. Получение основных формул

Рассмотрим гранепситрировапный кубический кристалл, элемент 
которого показан на фиг 1. Положим, что он находится в сложном на­
пряженном состоянии, определяемом тензором напряжений
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Определим касательные напряжения, соответствующие системам сколь­
жения, показанным на фиг. 2, где каждая грань является плоскостью 
скольжения, а каждое ребро направлением скольжения. Поскольку в 
каждой грани имеется три направления скольжения и всего четыре 

грани, не параллельные друг другу, то получается 12 систем скольже­
ния. Соответственные им касательные напряжения определяются по 
формулам

-лв(Л/И5)- “|01Г|<110 — у$(ау Зж+ 'у/ Хгх)

^/И(ДМ5) = дточ (110(«.֊«,

■;по; (111) = (Зг~1х- - 4-' ) 
лу 1 «

'|0И| ( 11О = (°х“'3у

+' Ч-' )
1 ух 1 Ху'

•(7Ю| (Ч') -=у=- (=у— _’ху+Хг»)

^(ЬМК)
'|01ц(Н >) = ^=(’,-’х-

_'ух+\-х'

%В1(|И)=у=М 'ху



- Դ1Ճ| (1П) = -^(5-,։+тЛ.)

^,(ЛЛ1А-)_ -;|И1|(ГП)=^К

мл,( •''՛«/<) - (1Т')=7= ('rt-v+’J

-.քմս|(111) = -^(։յ-Հ.-^-Հ.յ (1.1)

Из формул (1.1) можно видеть, что касательные напряжения, со­
ответствующие системам скольжения, связаны друз с другом семью 
соотношениями, поскольку они определяются уже при задании 5 вели­
чин о., су, с», '.луу -у., -,:х.

Согласно первой группе этих соотношений, сумма касательных на­
пряжений г. каждой плоскости скольжения и направлениях, соответ­
ствующих обходу контура грани октаэдра (фиг. 2) против часовой 
стрелки, равна нулю:

Чой] (ч О "гкн| (ч 1) iiioj (ч 1)=о

дои, (111) ֊^|(Ч1) + у։101(11Ъ=Н)

4<JH|(lill *՜;ՍՈ;(111) ; "pojj (Ч I) — < > (1-2)

von= (ill) 1 щии(111)+7ио)(Н1)=О

Согласно второй группе соотношений, сумма касательных напряжений 
в направлениях, соответствующих обходу оснований октаэдра против 
часовой стрелки в плоскостях, лежащих по одну сторону от оснований 
октаэдра, равна нулю. При использовании напряжений, фигурирующих 
п (1.1), эта группа соотношений запишется гак:

՜թո) (111) ՜հ ՜ւօոյ (111) ՜ր -|0|ц (111) + Հ{օււ| (111) = О

’pop (111)՜՜ ՜րօԼ (111) ՜բ՜օ՜ււ (1՜1 1) T|ioj| (1 11) =

Wm>- Yuoj (111) ~ ՜բւօյ (111) "՜ ՜քսոլ (1 ii) = Ո Օ-Յ)

Согласно 2-й и 3-й гипотезам скольжение дислокаций в некоторой 
системе скольжения определяется лишь историей изменения соответ­
ствующею касательного напряжения, и. следовательно, справедливы 
уравнения

7|0151(1П)=Ф1>г|(Ч1)1; 717օ1|(111) = փԽ|7օ,.(UDI;... (1.4)
где Ф—некоторый оператор по времени: у часть деформации сдвига, 
вызванная скольжением лишь в соответствующей системе скольжения, 
а не деформация сдвига, соответствующая данной системе скольже­
ния. что существенно, так как скольжение в некоторой другой системе
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скольжения также дает вклад в деформацию сдвига в тинной системе 
скольжения.

Используя 3-ю гипотез}, запишем также очевидные соотношения

<И>|(П1)1-*1 ՜ր»ր|(14)|= 'I’lVondlDI (1.5)

С помошыо выбора оператора «Г» можно описывать реологию крис­
талла, происходящую по произвольным законам.

Например, для описания идеальной пластичности достаточно при­
нять

Фр(О!=О, если р#)|<-1։ 0< = </ (1.(5)

ФР#)]/0« если имеется < из |(), f|, для которой՝ |/.(с)| = -д, -л кри­
тическое касательное напряжение.

Запишем выражение для деформаций в ортогональных координатах 
л*, у, г. как для сумм вкладов от скольжений:

/ 6 5л՛= (Hl) - Հ|7փ| ( Н 1) ֊ք֊ 7բ01ւ (111) — (И 1) -|

i|i10.(lll) 7|T«Tj(lH) 7|:o’jjOH) Հ if., (HI)

}' 6 гу = 7[oni (Hl)֊ 7[։j֊Oj (HI) I- f|y։o։ (111 ՝ —7ц,Н| (Hl) —

՝i|0t||(Hl) : T.'jid ( 1 1 1) - .|OJ||(HU ( И H

/б T(joi; (Hi) , oi J j (111) у,,!)! (Ill) '.polj (HI) •

՜կւաւ (41) — ( H։) t քթպ ( И 1) -• 7|l0|| (111)

f 6 Հրv = Հյոօյ (Hl) 71Tl)ll (111)֊ 7loHl (111)4 (1 H)

՜ f|6Ti| (Hl) -{- ’»fio'iJ (1 И) 4- T|un| (1H) ՜ цши (1 H)

1'6 — '|[йп| (1 ■ И : 7[Го1|(1Н) 7ц|п| (НГ) ՜ '■'ли, (Hl) ՚

+ qToTj (Hl) — Tfimi (* 1 О Y[iio| (Hl) ■ 7рр-ц (1 H)

/6 '\։x ՜ T[ofjj (41)4՜ *i-по] (HI) 7|цс (Hl) — ՜. 01-։յ (111)

՜7՜ 7|(Гц{ ( H I) — ՚է՚..10ւ (II i) ֊ 7гол|(Н1) 7[ijo|(Hl) (1./)

При использовании (1.7), (1.1). (1.5) и (11) окончательно получим 
следующие соотношения между деформациями и напряжениями в моно­
кристалле с гракеиентрнрованнон кубической структурой в ортогональ­
ных координатах х, у. z, оси которых совпадают соответственно с 
кристаллографическими осями |001|: [010] и 1100]

- ( Н% - I ֊ IHv;
/6
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1 х<1.„ Г՜ «; + (-։)'■.- +(-։)%.•
I /6՜

j.—°.r-l <-l)\>y + (—I)՛-.՝.- 
/б

д.-~ду + ( -~ПЧгу~г(—l)Z~2.r 
лг

1 V.i„. I-.. г(-1)'-« (-i)'(’y-’y)
՛7¥ ,>!ФI --- ----- 7F------

(1.8)

му~г(— I )'~yz (— 1)' (°-Г—3z)
/б

где суммирование производится по всем комбинациям i, j\ принимаю­
щим значения I и 2. то есть каждая из формул (1.8) состоит из восьми 
слагаемых операторов ‘1’ по соответ»тующим функциям.

Определение оператора *1» может быть осуществлено при изучении 
реологии монокристалла в условиях осевого напряженного состояния, 
если направление осевого напряжения совпадает с. одной из осей [100]. 
[010] или [001]. Например, если действует напряжение s,։(/). направле­
ние которого, как указано выше, совпадает с осью [001]. то согласно 
(1.8) имеем

ег = Аф
/б

g.r(O 
/6՜ (1.9)

Таким образом, если деформации одноосной ползучести описываются 
некоторым выражением

ег = П[оДО1 (1.10)

то для построения оператора Ф, с помощью которого описывается пол­
зучесть при любом напряженном состоянии по формулам (1.8). доста­
точно принять
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I Ф|о(0| = ^-П|/6>(0| (lll)

При плоском напряженном состоянии в случае, если равны нулю на 
([ряжения на площадке с нормалью, совпадающей с одной :։?. осей х, у 
иг, или. что то же, [001], [010] и [100]. ура; нения (1.8) записываю гея 
более кратко. Например, если ь -~г< = = 0. то

(1.12)

1 ',уг — 7 .’.г— О
Если же при плоском или даже при осевом напряженном состоянии 

площадка пли площадки, па которых напряжения равны пулю, имеют 
нормали, не совпадающие с какой-либо из осей [001], [010] и [100], то 
следует определить напряжения к системе координат л у. г и использо­
вать формул։.։ (1.8).

Эти процедуры буду։ осуществлены для опенки анизотропии рео­
логических свойств монокристалла. Положим, что на монокристалл 
действует растягивающее напряжение с(/)։ направление которого с 
осями [001], [010] п [100] соответствует «, Р и 6.

ГI о л ьз у яс ь фо р м ул а м ։ ։

а., —- a COS2?, == G COS2?, О• = <5 cos?6

' r՛՛ = - COS? COS?. 'yz = 'COS? COSO, = s COS« COS'* (1.13) 

зависимостью осевой деформации >• в направлении действия напряже­
ния о от деформаций в системе координат х, у, z

t=tKOs’a-SrCOs’S-H-cos’*-*- •; .....cosacos? I , vzcos?cos;. r- 7, .cosocosa (1.14)

а также соотношениями (1.8). получим соотношение между V и о. опре­
деляющее реологическую анизотропию монокристалла

e(f)= I (COS«4-COS?)(COS» -COS?—СО$3)Ф yU (cosa -t- cos? )X

X(cdS3—cos3—coso) -Heos» rcos?)(cos? - cos?4-cosr՝)<I> Y^2(C0S3 - COS?)>
V 6

X(COS? —COS? —COS'*) j-(COS’ COS?)(COS» -I COS? — COSO)d>| ~r(cos« —COs3)X
I I к 6
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(COS? -COS?—C >S;O +(cbsa COS?)(COS« COSß-r-COS'։)^ =g2(C0S« 
}z6

COS?) '

X(cos« cos? - coso) ! (cos'? cos*)(cos?֊cos*—со5«)Ф 4Ü(cos3h֊cos?)X 
Y 6

X(cos?—cos^-f-cos«) 14- (cos? cos^)(cos? -coso—cos«)‘p| =f2(co$84-cos^)X
Y6

7 (COS? — COS'?

(cos? i COSO

--- COS«) I

—COS«) I

— (COS?—COS?>)(COS? COS'? -cos«)<t> -!-Ü(cos? -COS0)X
Y6

-|-(cos?—COS^XCOS?—COS5-rCOS«)<t>| 4=(cos?—COSO)X

X(cos?-f-cos'X| cos«) -Hcoso j-cos«)(cos”--cosa -cos?)«!֊1 y=(coso֊֊cosa)X 
Y 6

X(cosf'—cos« cos?) (cos$ eos«)(coso—cosa—cos?)fl> -5=(COS”֊|֊ COS«)
Y6

(COS'? COS«—COS?)

X(coso cos«—cos?)

(COS?— CO$«)(W' . COS« COS?)f!> “(COSO —cosa)x 
Y 6

— (COS4—COS«)(COS'< COS«—cos3)(|> -=(cos'?—cos«)X

/ (COS'H-COS«—cos?) (1.15)

Формула (1.15) позволяет сделать некоторые выводы об анизотро­
пии монокристалла даже без конкретизации оператора Ф. Например, 
при сравнении реологических свойств монокристалла при действии на­
пряжения « в направлении [001] (cos«—1. cos?=cosi>/=0). которые 
определяются вытекающим н.։ (I 15) соотношением

Ц7) * ф|^
/6 |f (5 з=0, ? = 5 = — 

2
(1.16)

и реологических свойств при действии напряжения п в направлении

|0П| COSS^COS которые, согласно (1.15), опре

деляются соотношением

-*-Т ։-Т |И7>
приходим к заключению, что в направлении [001] монокристалл де­
формируется э два раза быстрее, чем в направлении [011]. независимо 
от оператора Ф. Этот вывод получил экспериментальное подтверждение 
при изучении ползучести монокристаллов алюминия при различных 
программах изменения растягивающего напряжения и температуры [2].

При действии напряжения ”, направленного вдоль оси [111]
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(cosa = eosji — cos^ == согласно (1.15), имеем
\ /3/

Из сравнения (1.16) и (1.18) видно, что дсформативные свойства 
монокристалла в различных направлениях различаются более, чем в 
два раза.

Рассмотрим теперь вопрос о пластичности монокристалла. Соглас­
но (1.6) и (1.9). пластичность монокристалла при действии нагрузки

3 |.
вдоль оси .г начинается с момента достижения некоторого кри­

тического значения -л. то есть зл..ск =/$■■:.<, что совпадает с значе­
ниями и Согласно (1.17) такое же значение предела те­
кучести соответствует растяжению в направлении [011|, как и в нап­
равлениях [101] и (110). Если же растягивающее напряжение нап­
равлено вдоль оси [111], то, согласно (1.18), предел текучести выше 
на ,50 %.

7^=՜* =„„,„,=4/§-,.= 1,5 с1>։։ (1.19)

Условие пластичности при сложном напряженном состоянии запишется 
так:

шах[|5,- - а,] 4 |^| 4- ]тл||=» с.гтс(< (1.20)

где Z, j и k могут принимать значения х, у и z.

2. Обсуждение результатов

Рассмотрим гипотезы, лежащие в основе вышеизложенной реоло­
гической теории.

Согласно первой гипотезе движение линейных дислокации ՝. гра- 
нецеитрированных кубических кристаллов имссз место лишь в системах 
скольжения {111} < 110>. Движение дислокация в этих системах 
скольжения имеет теоретические и экспериментальные обоснования 
(13), [‘I] и др.). видимо, является превалирующим, хотя при высоких 
температурах наблюдается скольжение и в иных системах скольжения 
([4]. [5]).

Более проблематична справедливость второй гипотезы о зависимос­
ти скольжения дислокаций в некоторой системе скольжения только оз 
истории изменения каса тельного напряжения, соответствующего этой 
системе скольжения. Как показано в работе (б), гндростатпческ-ое дав­
ление упрочняюще влияет на пластичность монокристаллов, что нс 
согласуется с данной гипотезой. Однако, здесь следует учесть, что в 
?тих экспериментах [6] влияние гидростатического давления на плас­
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тичность проявлялось лишь яри значениях гидростатического напря­
жения. по крайней мере, яа порядок больших осевого напряжения, так 
что при обычных условиях нагружения, когда приложение гидростати­
ческого давления нс является гамонслыо, влиянием шарового гейзера 
напряжения можно пренебречь, как это и имеет место в основных со­
отношениях (1.8). Следует отметит։., что в гипотезе 2 пренебрегается, 
кроме того, взаимодействие скольжений в разных системах и влияние 
упрочнения в одной системе скольжения на деформатнвные свойства в 
другой системе скольжения.

В работе [7] отмечается существенная анизотропия деформацион­
ных свойств гранецентрированных кубических монокристаллов, кото­
рая является сходной как в количественном, так и в качественном от­
ношениях для монокристаллов различных металлов, что вообще сог­
ласуется с (1.15).

Положим, что у поликристаллов, состоящих из хаотически распо­
ложенных зерен гранецентрированных кубических монокристаллов, 
пластические деформации начинаются с достижением условия пластин- 
пости в каком-либо монокристаллическом зерне.

Согласно (1.6), условие пластичности определяется достижением 
касательного напряжения в какой-либо системе скольжения критичес­
кого значения причем в поликристалле всегда можно найти моно­
кристаллическое зерно с такой ориентацией атомных плоскостей, что в 
одной из систем скольжения возникает наибольшее касательное напря­

жение, равное - (<7։ —°з). где о։ и а3_наибольшее и наименьшее значе­

ния главных напряжений. Отсюда .мы получим условие пластичности 
Греска—Сев-Венана о постоянстве максимального касательного напря­
жения [8]. Вообще говоря, построение модели внутризеренной ползу­
чести поликристалла на основе реологических свойств монокристаллов, 
на наш взгляд, .может быть осуществлено лишь с чрезвычайной осто­
рожностью. так как деформационные свойства монокристаллов коли­
чественно существенно зависят от размера п формы зорен.

3. Иллюстрации использования соотношений (1.8)

Рассмотрим чистый изгиб моментом Му(1) длинного монокристал- 
личееко.'о стержня, сечение которого имеет ось симметрии (фиг. 3), 
причем осп х. ։/. г совпадают с кристаллографическими, соответственно 
обозначениям ։։. 1. Примем гипотез} плоских иедсформируемых сечений

£.r = Û(/)Z (3.1)

и подставим оператор П, описывающий одноосную ползучесть, соответ­
ственно теории течения [9]

П|х(/)] k Ç |x(t)|” slgn x(;)rfE (3.2)

b
Используя (I 11), (3.1). (3.2), a также сравнения равновесия
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p,£//■’= 0, рдс(//?=Му (3.3)

л '/

получим М/) = 7^а__ (34)1

>

где местоположение оси // (пли начато отсчета г) определяется услови­
ем

J |y|l,''n sign у dF — Q (3.5)

г
то есть распределение напряжений не отличается от изотропного слу­
чая.

Фиг. 3

Рассмотрим теперь кручение длинной тонкостенной цилиндрической 
трубы радиуса г и толщины ') при угле закручивания на единицу 
длины 0(/). Переходя к цилиндрическим координатам г, ?, л՛

г = /у։-;-г։, агс(£?«= — (3.6)

используя очевидные условия
7^ = е(О, Т,г«0 (3.7)

для определения напряжений -.у! и х.х (остальные напряжения равны 
нулю) получим

2Ф sln<f 9ф [1фД).(СО5? Ф -ЛЛ ?).
/б | /б I [ Тб

X (sin? |-СОь?)-|-Ф | (Л ?) ?)
/б (3.8)

2Ф|—/ir2]cos? : 

< (cos? — sin?) 4֊ <l> |

I /б

-уг(Л ?)—-лг(/, ?) 
/б

■уЛЛ?) •.-.»■('■?) 
/б

Крутящий момент определяется ио формуле 
2г.

,И(/)х=гг3 | [ТуД/, ?)COS? ֊ -гг(/, ?)sln?jd?
О

| (cos? sin?)—0(0 (3.9)

(З.Ю)
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11։ՈՆՈՐՅՈ144։'|,ՆԵՐ1’ 11Ы11 ՈԴհ11.?Փ JI.P3I՛ 1Ո1.11ԻՆ

1Լ, Մ. ՍւԱրՈՆՅԱՆ, Ն. 1Г. ՍԻՄՈՆՅԱՆ

11. »1՜ փ ո փ ո ։ մ

Հիմնվելով դիսլոկացիաների սահրի կոն ցեպցիա յի վրա, կառուցվում են 
նիստակենտրոնսււին խորանարդ ցանցով մ ոնոր յուրեղն երի հարարերակցու֊ 
թքունն երր։

ինդունվ ած են հետևյալ վարկածն երր
I. Սու/րր տեգի ունի դիսլոկացիաների սահրի պատճառով {// 1} հարթու­

թյուններում Հ.110Հ> ուղղությունների համակարգումէ
2. Դիսլոկացիաների սահրր' սահրի որևէ համակարգում > որոշվում է 

միայն շոշափ ող լարման ւիովւոիւմ ան պատմությամբ սահրի այգ ՚>ամա- 
կ արդոլմ։

3. Սահրի րոլոր համակարգերում դիմադրողականությունը
սահ րին նույնն էէ

Ս տարված են հարաբերակցություններ դեֆորմ արիաների և լարումն երի 
միշե րարդ լտրվածային վիճակի դեպքում' ելնելով նշված կոնցեպցիայից։

ON THE RHEOLOGY OF SINGLE CRYSTALS

A. M. SIMONIAN, N. M. SIMONIAN

S u m m a г у

Based on the concept of dislocation slip a rheological relation has 
been constructed for single crystals with a face-centered cubic lattice. 
The following hypotheses have been adopted

1. The creep is due to the slip of dislocations in the set of planes 
{Hl} and the. system of <11(T> directions.

2. The slip of dislocations in a certain slip system is determined 
only by the history of shear stress corresponding to this slip system.

3. The resistability of a crystal to the slip Is the same In all the 
slip systems.

The relation between strains and stresses has been obtained by the 
complex stress state according to this conception.
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