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ПЕРЕДАЧА НАГРУЗКИ ОТ ДВУХ ОДИНАКОВЫХ 
КОЛЬЦЕОБРАЗНЫХ БРУСЬЕВ К УПРУГОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ 

ПЛАСТИНЕ
туманян р. а

Рассматриваете»! глдача о передаче нагрузок : неполны «г.ругих 
Круговых брусьев (накладок) .малых поперечных с ченин к упруюи 
бесконечной пластине.

Обсуждаемая гдесь »влача относится ■ ра «делу теории упругости 
о контактном взаимадсйствнн пшмк-тс :пы\ •лементов в виде пахла 
док с массивными дефо| мирусмыми лими. оспипные достижения ко 
торою отражены в (I) Здесь укажем лишь на работы [2 |01, близ 
КО Примыкающие К приводимому 'ИЖС ИС1..՛.՛.!О.М-; !|О.

1. Пусть упругая бесконечная 
пластина (£„ >,) высотой из 
своей верхней грани усилен.। двумя 
кольцеобразными упругими брусь­
ями (Д’,, ?։) с круговыми ОСЯМИ 
радиусов R, имеющими выс> ту ։! . 
ширину И. угол рвстп.'ри
<5/2) и расположи »ними симмет­
рично относительно верти:зльн •»'։ 
оси оу. К концам брусьев .в нап­
равлении их осей приложены со­
средоточенные силы, а их в .р л ине-
грани в этом же направлении зз- Ф«г- I
гружены произвольным;! танген­
циальными силами (фиг. I). Бу гем читать. »то А. с/. /?|Ь<</,). Тре­
буется Определить к• «ыакти»:е аир :; е из п- .л -русь.-и ь. 
цненгы их интененвн ^тей гл .՝• -шах бр\ ь<в.

Кольцеобразные брусья рассматриваются в рдмклх ..ллссичсскоН 
теории тонких оболочек, имеющих пренебрежимо малые пзгибные 
Жесткости в вертикальном и П’.-п. р< -пи՛1.! и; травлениях. .1 пруган 
бесконечная пластина в рамках плоской »сорви ущ >гс«.:л при усло­
виях обобщенною плоского напряженною сос о; ля

Для вывода опрсделиющею \р.»п»н.н!г- п՝> г■•՛ ц‘ншш ,*•••щ воз­
действие коЛЬЦСобра.щы н;»...мдоь . иеь пси.шссгиым;: оси ным 
тангенциальными -.(0) и •: перечн :ми .՛ «:•.•-•.՛</./0) :,-о - ни,.мн
напряжениями. По нзвестноЛ методик- |||] чо л՛ простых вы: ъч и. 
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для деформации в окружном направлении ср от сосредоточенных 
вдоль круговой дуги радиуса R и раствора 2а тангенциальных и 
радиальных сил интенсивностей и ^,(0) соответственно получим 
следующее выражение:

— ■ ( с(д ֊֊Мй^—-- 2з1п(и—0) ъ(а)аи —

— я

(1.0

Н то, (и) ийи

Поскольку то жесткостями изгиба брус^.ев в вертикаль­
ном и поперечном направлениях пренебрегаем. В итоге согласно [12| 
придем к уравнениям

^)=0: ֊ 0) = _<Л
R М <1< ' Ж ' R й

и граничным условиям

Л(֊«) /1.
а. ՝

р 
т^=~ 

а.
(1.3)

Здесь 7‘,(9) осевое усилие в брусе. Отметим, что согласно (1.2) 
функцией <7,(0) дается также радиальное усилие в брусе.

Из этих уравнений при помощи закона Гука для осевой деформа­
ции е։(б) накладки получим следующее выражение:

%
6։0,' = ДГ՜ I Р’ 1 М 1 М«)И"р (—а<о<а) (1.4)

где А, — 1и1 — ее площадь поперечного сечения. 
.Чалео, запишем условие контакта

( — а<6<а) ■

которое с учетом (1.1) и (1.4) решение поставленной контактной за­
дачи после, перехода к безразмерным величинам окончательно сводит 
к решению следующего сингулярного интегро-дифференциального 
уравнения:

֊֊ ֊К(«֊о) <(«)</« = /?(&) +/(9)~^С; (—а<&<а)

при граничных условиях
?(—я)=0: ф(а) —1

(1-5)

(1.6)

вытекающих из условий равновесия накладок. 
Здесь введены обозначения
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(l-h,)(H)W։
о

’о= Иб)= (“(«)^
о—՛/, J

Pt •Mudu

4“)=֊
(«); <о(«)=£м“)

(1.7)

= Р = Р։-Р։ф/? 4.s{u)du

2 sin (u—6); C =

При этом радиальные контактные напряжения будут определять­
ся ио формуле

5

'/(#) == - рх - ?(0) 4- i zQ(u)du; <?(G) ֊֊^) (1.8)

и при больших А* можно считать 7>(9)^0.
Отметим, что первый интеграл в (1.5) следует понимать в смысле 

главного значения по Коши.
2. Для решения сингулярною интегро дифференциального уравне 

ния (1.5) при граничных условиях (1.6). следуя известной процедуре 
[6, 8], положим

sec-2

/2(cosG— COSa) (2.1)

где /’„(6)—многочлены Чебышева первого рода; А'„ {п = 0, 1,2, . . .) — 
неизвестные коэффициенты, подлежащие определению.

Отсюда после простых вы кладок получим

<?(0) =sec - — arc cos

rz^A'nSin «arccosi a 0 ■ a) (2.2)

&~Rd&

<(0)==/.

K(w—G) = tg

-.(0) —/(€)) —

и — G
2

0

о

Из граничных условий (1.6) непосредственно находим

X0 = z֊>COSy

Относительно остальных коэффициентов {А’п}^1 получим 
ющую бесконечную систему линейных уравнений:

слсду-

7



Х.+Т (т 1. 2. . . ) (2.3)
я—։

где введены обозначения

уСОЗ’с

)/ 1 - о»«7 1 \ ,?т„п^ (т л - 2,...)

Щ’уСОЗ? ) | 1— <к4-~соз։?

/■ -(’•՛«4)' Л՛’ (4« 4) -+
—•

4- [ .(«7?)^1п'пУ (2 4)
2 -о 1+։к’уС08’*

1 + у соз’?

} I—Ш* усо։*?

з1пт^ 
д

14 1к’ — соз*<р
</?+

А’в(Г^4-/2»); (т = 1.2. ...)
1 / ц \»к—։Л2<г««0; А:*_։ = (-1)‘-։2к-1со5 — (1д֊у ) ; (Л — 1. 2, ...)

з / я \ •՛։*■* г— ՝) ^Зло0; аЙ11.^|-(֊П^8{2А-1)со$’-(1я7) : (*,/>-1,2....)

3 / а \2<*—р)АЙ*,-(-։)*"'’16*соз’^-Ае-^ (*,р-1.2. ...)

Д’>- (-1)«84со5֊(2со5^-1у։г֊у‘: /^.,= 0: (*֊1,2,...)

/й-(-։>*2(1? 4) ՝; (*=։. 2. • • ■ >

Здесь О'т-Цб) (/п = 1, 2. . . . ) — многочлены Чебышева второго рода.
3. Перейдем к исследованию (2.3). С этой целью оценим суммы

5Я.-2 |К«л|<$2>+$г+$?+$£•. 2. . . . ) (З.п
Ля>1 

где
=Х’ !/((«» • 5<;»—уЦк2>

п л ||Л
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/<(3) . 
т.п ’

- /М
Л—I /՛՛

5«?

/)в1п тъ $1п

Т. к
\ /։(?,/) 51пт<р5։пп^?с// 

(3.2)

^Йл= 15 I 1/»(?./) 5!п/ПТ 51П?^ б/?*// 

о о

^=2-֊^ — Г 31П?51п/Л?81п/^
2 О !4-1и։-^со$2т

а функции /։(®, /), /а(т, /) и /։(т, 1} имеют вид

лор. 0=4 *8*7

/»(?. 0 = 21й։ 8|п2<? 51п2/

5{пт з!п/_______
7 \՛

{£*— С05?С0$/ I
2 /

После простых преобразований получим
. а
՛ ^2՜
---- -

т 2к»
Здесь

V г*1 рм/«+’!+։' । !^^ ■։։ — л 1|
я-—։ л—1 // л - ։ //

1,Ир1 = I -. П'п^|— < а ; й =:__ !_а
о 1-ме։֊- -со$ч 1^1 1-Н£’—

2 2
Оценив каждую сумму н выражении окончательно будем иметь

В
т — 1

с г 1п(/п — 1)4------- !-------- у.(т 1)
2(/п-1)

4* В.„ •

«I
в

т4 1

(м֊г1)։ т-4-1
1 г чт. « — х{ т)

2т

с-1п(//14 1)---------------
2(/и-Н)

- х(.71Д 1) -+-5Я I (3.3)

3

А_ |3с+1п(т_1)(т_2). г _±_+ _1_ _МОТ_։)_2Ч,„_.2)
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Здесь учтена известная формула 0.131 [13]. где с постоянная Эйлера, 
а функция

, . « Д *•/(/«) У --------------------------------------
г.2 «(«-+- 1)... (/пн-а— 1) 

где
I

Д* = -֊- х( 1— х)(2— х) . . . (Л— 1 х)(1х (Л=2, 3, . . .)
о

ռ I /Зп։/6 при т = 1 օ՛ I при т = 1
I 0 при /п = 2, 3, .... I. В при т = 2, 3. ...

Отсюда видно, что, по крайней мере,

. V / 1 \х(/п)«—о(—) при /п-*.©о 
\/п /

Из неравенства (3.3) следует, что

5<у = о(/п։ ‘) при /и—ос

где е сколь угодно малое положительное фиксированное число.
Обращаясь к оценке сумм (/=1, 2, 3) из (3.2), при помощи 

известного неравенства Коши-Буняковского и равенства Парсеваля 
для двойних рядов Фурье легко показать, что

5<//= о(//Н‘ |)?*) при т —ос (./=1,2,3)

В результате

5/п = о(ш(; ’>■՛"'■) при /я—сю 

что и означает, что бесконечная система линейных уравнений (2.3) 
при любом значении физического параметра л(0<а<оо) квазивполне 
ре։ улярня.

Далее можно показать, что при /я—©о свободные члены беско­
нечной системы (2.3) стремятся к нулю со скоростью не менее, чем

Займемся определением постоянной С. Пусть и {^5*0« ։
будут решениями бесконечной системы (2.3) при правых частях, 
равных и соответственно. Тогда решение (Д’,։
системы (2.3) будет даваться формулой

= ('" = ։. 2< •••) (3.4)

С другой стороны, из (1.7) и (2.1) получим

С = ւ+*;շ ^»ւ՜՚խօճօ-ւ-V спх^ 
с ։ II л֊-1

(3.5)

где
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Я P / Qf \
С--=2 sec— arctg f tg — cosv kos (n U. 1,2... ) (3.6) 

о
Отмстим, что исходя из (2.1), для коэффициентов интенсивностей 

тангенциальных контактных напряжении в концевых точках накладок 
получим

Л, =ltm f “(й(9)=! sec' | у + £ X.)

______  " (37)

Л,=Нт /J+T,(9) = 2Sec’^-l/ctg ’ [Л.+ V (-1)"Лл 
у—3 2 2 Г "2 Г. 1

4. Для числовых расчетов было положено :() и рассмотре­
ны два случая загружения накладок. В первом случае (симметричное 
нагружение) Рг — Р,. Тогда Р—0 и в качестве Р формально можно 
принять Рг, что даст р։=/?։=1. Поскольку в разбираемом случае рас­
пределение -(5) нечетное, то вместо (2.1) будем иметь

(-«<©<» (4.1)

<?(Q) = — 14-sec— v (2/z I )-։zV3/J_.i sin
2 л-1

6 я \(2л I )arccos( t2 — ctg — }

(֊a<9<a) (4.2)

Соответствующая (2.3) бесконечная система имеет вид

I 4՜ -I .Za |А?л I —/чгп — \ —&= 1.2,...) 

где
я / 1 \ ',п~ ։

Ат-։ = (- О'”֊1 2~-։(>.H-2.08*)cos — { tg — )
2 \ 4 /

(4.3)

(м= 1.2. ... )

/bm_ I = ( ֊ 1 )'”“’ 2^՜’ COS

а выражение Кгт-\.2П-\ лается формулой (2.4). Отметим, что из (4.2)
7(a) х- —1. а из (3.5)

С= 1 + -S2 С*-. №1, 
л—։ I гЛ2՞՜՛^’՛

Численная реализация (4.1)֊ (4.3) была осуществлена при /.=0; 
4: 6: а = к/8; г. 4; 3« 8; >2 = 0.3. Причем каждое значение л сочета­
лось со всеми заданными значениями ?. Сначала на ЭВМ ..ЕС—1022“ 
была решена соответствующая укороченная система (4.3). Затем вы-
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числения производились по .формулам (4.1) и (4.2). Значения коэффи* 
ци ։гоч ингеисианостгй Д։ и Д2 (.4—֊• -Д։) подсчиталнсь по формуле 
(3.7). Значении *(9) я ^(О), зл меленные с точностью до 10՜*, приве­
дены на графики (фиг. 2—4). а значения Д։ в табл. 1.

Фиг. 3

Таблица 1

I
X 0.0 4.0 6.0

г... 8 0»05790 0.29609 0.39441

.-...4 0.16659 0.41138 0.54219

Зг 8 0.31596 0.57170 0.66116

Анализ численных результатов поз­
воляет утверждать, что по мере возрас­
тания размеров контактной зоны напря­
жения х(0) и <7(9) (по абсолютной вели­
чине) заметно падают. Такую же зако­
номерность можно обнаружить при 
возрастании то есть при уменьшения 
жесткости системы накладка- основание 
£•'։ А։. Из табл, же 1 видно, что по

мере возрастания '• и « коэффициент /1։ заметно увеличивается. Пос­
леднее обстоятельство указывает на то. что при возрастании этих па­
раметров нагрузка, и основном, поглощается в концевых зонах накла­
док. Кроме того, здесь сказывается эффект взаимовлияний друг па 
друга брусьев. Вследствие последнего по мере возрастания а значение 
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Л։ получается больше, чем соответствующее значение Л । при изол՛ ро 
ванном одном брусе.

Во втором случае (кососимметрическое нагружение) р.2--^ -Р В 
этом случае Р = 2Р? и соответствующие (4.1)— (4.3) формулы будут

e 
sec —

) 2(COS6 COS։)
“-’cos — 4՜ v Л’2Л7’2я 

2

1в4’
tgf,

0<я)

(4.4)

ct •*
V|6)=----- --Г—sec— v fl-’A’snSin

2 2 2 л i
G a 

tg֊ctg ֊

~ ’arc cos

-пА'2Я = /2т; (m — I. 2, . . .) (4.5)

где

/ta = -2«-։ sln4 | 

a

' 9 sin։? sin 2m *

1 I tg։ — cos2?
12

-P( —1)"'2’ * cos
2m

4 т со$ ֊4 1

{/? -f-

2-՜’С05

1+1ё։-^СО5։?

cos’?

з Кэтл«» как ранее, дается формулой

■ ^S»12^ d.r, (,„=1,2....)
/ l-Hg’4; COS’?

(2.4), причем
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Хол изменения ■:(&) и г/(0) при ука­
занных выше значениях параметров / 
и а показан на графиках (фиг. 5—7). 
Закономерности их изменения те же, 
что и в первом случае. Вдобавок здесь 
можно утверждать, что при х<^г/8 на­
пряжениями г/(б) (по абсолютной вели­
чине) можно пренебрегать по сравнению 
с ‘(О).

В заключение 
благодарность С. 
постановку задачи 
ние к работе.

приношу глубокую 
М. Мхитаряну за 

и постоянное вни.ма-

ԱՌԱԱԴԱԿԱՆ ԱՆՎԵՐՋ ՍԱԼԵՆ ԵՐԿՈՒ 1ր|»ԱՏԵՍԱԿ 0‘ԼԱԿԱԱԵՎ
չորսոիներեյ րեռի փոխանսոխմը

lb, Ս. ԹէւԻՄՍՆՅԱն

II. if փ ո փ и է մ

Դիտարկվում / աոաձդակսէն անվերջ սալին շրջանագծային առանցքնե- 
քավ երկու, միատեսակ առաձգական չորսուն երից բեռի փոխանցման վերարեր- 
յալ կոնտակտային խնդիրը:

Խնդրի լուծումը րերվում է սինդսէլյար ինտեգրս-դիֆերենցիալ հավա­
սարման լուծմանը, որի կորիզը ներկայացված կ ձիլրերտի կորիզի ե էէեգոլ֊ 
յար կորիզի գումարի տեսքով: Օեբիշևի որթսգոնսղ բազմանդամների ապա­
րատի օգնությամբ այդ Հավասարումը իր հերթին բերվում Լ համարմնր րը- 
վադիքիովին ռեգուլյար անվերջ գծային հավասարումների սիսէոեմի:

Ստացված են թվային արդյունքներ:

LOAD TRANSFEER FROM TWO EQUAL CIRCULAR BEAMS TO AN 
ELASTIC INFINITE PLATE

R. S TUMAN1AN

Summary

The problem of a contact task of a load transfer from two equal 
elastic beams with circular axes to an elastic infinite plate is considered.

The solution of this problem is reduced to the solution of a singu­
lar integro-dlfferentlal equation, whose nucleus is represented as a sum 
oi Gilbert's nucleus and regular nucleus. In Its turn, this equation by 
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means of Cheblshov’s apparatus of orthogonal polynominals Is reduced 
to an equivalent quasl-whole regular infinite system of linear equations.

Numerical examples are presented.

.1 II ТЕ PA ТУ P Л

1 Разлитие теории контактных задач в СССР. Ч Наук.։ 1976.
2. Стернберг Е., Муки р. Передача нагрузки от растягиваемого поперечного стерж­
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