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В статье [1] И. М, Риз исследовал напряженное состояние слегка 
изогнутого однородного изотропного бруса при различных видах де­
формации. В настоящей статье решается задача изгиба такого же бру­
са в плоскоегп, перпендикулярной плоскости кривизны осп бруса, из 
анизотропного материала".

I. Постановки заоачн. Положим бруе из ан изотрон нбгф материала 
с одной плоскостью упругой симметрии (13 упругих постоянных), ось 
которого- плоская кривая второго порядка, отнесся к прямоугольной, 
прямолинейной системе кооп пшат хОу с началом в центре тяжести 
нижнего (закрепленного) основания. Оси Ох и Оу главные, централь­
ные. Брус ограничен двумя основаниями г=0 и 1 — 1 и боковой по­
верхностью [1|

/(*  + *֊,  А=0 (1.1)

Упругие постоянные бруса обозначим через /', (/,/==1, 2,
3. 4), коэффициенты Пуассона—о/ (/= 1. 2, 4).

Объемные, а также поверхностные силы на боковой поверхности 
отсутствуют. а все силы, приложенные к верхнему основанию, в зависи­
мости от рассматриваемой задачи приводятся или к парс сил в плос­
кости уОг или к сил , параллельной оси Оу.

Задачу решаем в линейной постановке, полагаем, что компоненты 
деформации с достаточной точностью определяются линейными члена­
ми, напряжения не превосходят предел пропорциональности и опреде­
ляются известными формулами [2]. [5]

:и —1 Ад2и + А(.ц?й, /=1, 2. 3: /=1, 2. 4; ~.и ~12

';я = А։ц^л }-, ' = 1,2. > 4 /, 1 = 3-1 (1.2)

причем 

где м, —смещения: к։-_.и, с. г՛, //3 ֊:.՝՛, х։ л\ х2_.у. лу г.
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Обратные формулы представятся так:

еп = /:"1 У -г/,’,-,, /. / = 1, '2. 3, 4. е4., е12 
I

&М = 1 (т.р \"з/)» ( = 1, 2> 1Ь&~ "я1’?2 ~ 1'а։ 3 О О

« = 4И', / = 3֊!

В формулах (1.4), как и в нижеприведенных (1-5). ' с одина­
ковыми индексами следует приписывать знак плюс, а с различными — 
минус.

Между /!■/. /:' и з . имеют место зависимости

^д1Л ==^ /,/=1,2. 3.4. У .4* а, =0. 7=1.3. 4

£^,4 / = 2.3,4, УА^., = 0< /=1,2.4. (1.5)

/=1,2.3

при этом -5да- 1. V с„ ՝4-
Искомые компоненты напряжений *,  л-л жим у .овлство; ять 

уравнениям упругого равновесия в области I՜. занятой брус-м

^£к = о, /.7=1.2.з (1.о)

ГраНИЧНЫМ УСЛОВИЯМ На бОКОЗОЙ 1И>ВСрХ)ШС:!1

соз (//. х,) =0, /,/=1,2.3 (1.7)
/

где п—нормаль к боковой поверхности (внешняя по отношению к об­
ласти V).

На верхнем основании г=/ усилия доджи:.! приводиться к за­
данным внешним силовым факторам.

2. Некоторые формулы преобразовании Введем новую систему ко­
ординат | 1)

:=Л’4֊Л—, 7(-=у, = г (2.11

тогда рассматриваемый слегка изогнутый брус в пространстве •/,, '
перейдет в призматический, ограниченный боковой 
/(;, 0. с основаниями —нижним '. = > и верхним *.

поверхностью 
= /.

В формулах (2.1) настолько малый параметр, что во всех 
последующих вычислениях членами с множителем .՛■“ во второй и 
выше степени пренебрегаем.

Обозначим поперечное сечение бруса в пространстве ■<„ '. че­
рез 5’, а его контур—через

Зависимость между частными производными, а также между 
направляющими косинусами при переходе из пространства х. у. ? в 
пространство с указанной выше точностью, представится так:
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д а д д .. д---  =--- - = — -■ к.---
дх1 д\, дг д'. д’:

(2.2)

со$(/?, .^) = со$(//, ;<). со5(//, г) = А\с<>:>(//, :) (2.3) 

при этом как здесь, так и в дальнейшем :։ ;а т„ =а
3. Зядачп изглбя пирон сил. Положим, что нее заданные силы, 

приложенные к верхнему основанию, приводятся к паре сил с момен­
том Л1, расположенной н плоскости уОг. Решение задачи п прост­
ранстве •<, ’ в смешениях ищем в виде |5|

« = ?/։|3/м' г*  -= 3 (/8-Ь ֊"г ЛЗг՛', ьу = — ?<. ф 3/гха' (3.1) 

причем

Л = г ~ V*.  ~ V*)  (3.2)

к', о', а-՛' неизвестные смешения, ) = Л1./н՜: ,/։1 -£՝Л -жесткость бру­
са при изгибе в пространстве •/,, относительно оси О\.

Вычислив компоненты деформаций, соответствующие смешениям 
(3 1). используя формулы преобразования (2.2). в соответствии с фор­
мулами (1.2) получим

*</ = ?*■!? ’. '■> ֊։. 2. ^>=I-?*■£ ’. -»-•։*( ’>Д*:+ ’У> (33)

А*  ■= Хг=4 ; I

где -.Р —напряжения, соответствующие смещениям*  и’, и.

Уравнения равновесия (1.6) и граничные условия (1.7), с указанной 
выше точностью, представятся так: 

в области Г. занятой брусом;

о)=(1. X -§>со$(п, о)ч *.|5 Т V А' соз(п. ■/) -Z:\cos (/л. :)|— О

(3.5) 
на контуре 7. сечения У.

Задача определения нсизвсс:Шл-х напряжений удовлетворяю­
щих уравнениям равновесия (3.4) и граничным условиям (3.5). решим 
Йрлуобратным методом Сеи Венана. Примем

дгФ(°> 1 /9’ф^
'■ ' * •’֊’ 2 ՝1 ••֊*  (3.6)

1?= Л->>,, -^)^г м; 1

•Термины млапряженне» н «.смешение» ысп. применяются услоино. В денстви- 
телыюстп, напряжениями и смешениями будут еоотиетстиуюшие величины, умножен­
ные вл рк.

4 Известия ЛИ Армянской ССР, Механика, № 3.
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гЛе

f. (0)= r(0i v о, - " ՝ j- ; , ( ->’V ) _ \

•■!;•=я.л-|(W лл։)-А„?

^>=֊V Z57ît-z-Л, 1 — 1, 2, J = 3-l, z = ( 1)' (3.7)
< ՝V:i /

- - известная функция кручения [5|.
Непосредственной подстановкой -)1;» убеждаемся, что уравнения 

равновесия (3.4) удовлетворяются.
Из граничных условий (3.5) получим

д I <с‘> Г I 1 <, 14֊֊ в И I -L £ycos (//, I- d°>7 <'1 ds (3.8)

на контуре /., /= I. 2, / = 3—где

7р = -усо$(г, Ъ) --<ÿcos{«.;/) (3.9)

Компоненты деформаций, соответствующие напряжениям (3.6), 
удовлетворяю՛! условиям совместности Ссн-Всиапа |3] при

I. ф<։» ֊7:7*  :п (3.10)
причем.

£<՛>: ^"д^) ' ("и д՝/дг,г

1՜ â։ â1
(З.И)

В формулах (3.11) “Лп’К‘ 5Й, = М ’о’У
1

’п=ак =;• = ‘' = 1.2- / ։-' (3.12)

Итак, рассматриваемая задача приведена к бягармонпческой за­
даче в области ..$՝ поперечного сечения бруса ч пространстве с, '. 

Разрешимость ее обеспечена ]3|: ------- (/=!, 2) однозначны при

обходе контура /.. Однозначна также Фс՝ при обходе того же кон­
тура при
Г<"։= и = |[ |ЛЯЧ?. 0֊ .4мт1(? -։։) +

где I) жесткость бруса при кручении.
На основании г = ! усилия приводятся к заданной паре сил с 

.моментом Л/ при а(0) (Л5) 1 ։3}°)с (7:5) 7:^;^?^,,

7-1.2, /~3-7 
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4. Задача изгиба поперечной силой. Положим на основании 
г I вес заданные силы приводятся к силе IV, параллельной оси Оу. 
Пели воспользоваться заменой координат п соответствии с (2-1), то 
получим брус, ограниченный цилиндрической поверхностью и изги­
баемый силой №, параллельной оси От,.

Заладимся решением рассматриваемой дачи :։ смещениях н виде 
[5]

:)Л - ֊ (17 - — АрлУ -н=;
2 \. з /

(4.1)

где /3 даны фо[ мулами (3.2)

S

? и у-известные функции, соответственно кручения и изгиба |5|. 
Значения /„ и I) приведены выше, -формулами (4.3).

Повторяя вышсиспольз( ванную последовательность вычислении, 
получим

; -.„•), т12 ^(Л5.//:-{ ?;2). -1/.-(/_;)г-ьл7(дп//;.}

Ъ, = Ч1«’ ■* »1 ’М;1 ЫI (А2)
где

// = У -’•».. I- А™՜*, =. (4.3)

Уравнения равнотесня, соответствующие напряжениям (4.2). пред­
ставятся гак:

А 1: (Ж I ж.) А ■ (Ж •<,/'֊
д-1 dii

л (/ -&Н։л; • з---г1А/.=о

\՝^hi л ,//-= о
Г

(4.4)

в области V. занятой брусом, граничные условия

Vt..co$(/>, ;?) г>(МзН2֊0 -А։('— 1)1А/ : r--7-Hg>)coS(«. ;)-г

(2—i) Л ,л// cos (п, <) О
(4-5)

Vx.’cos(//, :.) .(Z-'.)| -4‘cos(.7, —2:\c<;s(?/, ;) I 1 О
7 ) I
на контуре L сечения 5: /,/֊1,2, а = 4-|֊/.

Htjk, задача свелась к определению шести компонентов напряже­
ний -/j, удовлетворяющих уравнениям равновесия (4.4), граничным 
условиям (4.5), а компоненты деформаций, соответствующие - 
шести условиям совместности Сен-Венана.
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Как и предыдущую, задачу решаем полуобратиым методом, при 
• гом с целью максима ишою упрощения воспользуемся решением 

дачи изгиба парой. Итак, примем

’и=:(--!М + ' ^=-(^ + -ь|». /=1.2

."М ф,.! .'< ) '<■’ рМ (16)

•л. '■)/<-.! /Л, /.<■%.- -.֊ 'А.;=и-.?г^г : 1

где
^^^+^+'7 ’Д;֊с<П:И

гЯ| Ш

причем

/ .ч;—А/т ] А]՜*  Лвв : Д’.п т՜—
(47)

С=С Р.</е<-+</:, (1^^ I .'’ = 1.2. / = з-4
л л 1 \ ()ч / I

Р, <^Ф^\

Л(и)_, ^!Г_* а> - ’՛ ,
Значения даны формулами (3.6), аУ|- -формулами (3.1’2); в форму­
лах (4.7)

= ’.\п; -’.Д'- ^' = ’гк *«< -Л’) 1/'Н

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что первое и 
второе уравнения равновесия (4.4) удовлетворяются. Из третьего 
получим

.. ?.„// 1-^—, 7=1,2 н области 5 (4.8)

Условия совместное՜!и Сен-Вснава [3] иуду! утовленюрены, если при­
мем

ЛЗ Р । 0) ,} \Д»)
. ±Ь1_, 7=1,2, /.--3-7 в области 5, (4.9)

Т
значение А14 дано формулой (3.11).



l’(о (стаилия гранитные условия (15), получим

) os (п, ;,)У (/-р<”) cos(//, ч) = V

</ф(П Р(
-——=1.1 |^Y13 | _Д| Д. :) ’ А। G

(4 Ю)

•Т’Лв(Ч\—0 ’• V? j•<) с<։) Т\ Jt/S (1.1 1)

гЛЬ<'>
Л-.лС?։ "ТЧ.) cos (//, ։) 1 А^(// —/V) cos (л, -rj -г < | ds 

на контуре /. сечения значения Т\՝' приведены выше.
Итак, рассматриваемая задача в пространстве $, ч. t свелась к 

двум плоским граничным задачам теории упругости в области S: гар­
монической—определению <՛>, и бнгармопической определению Ф<’’ 
Первая определяется есловиями (4.8) и (4.10), вторая֊ условиями (4.9) 
и (4.11).

Разрешимость гармонической задачи обеспечена при а = 
- - (ед֊1 С \^-T33-Aj/)d-dr,

Что касается бнгармопической. то как 
дф<>) 
-------, а также сама функция Ф<” однозначны

сечения .8’ при с(’> ./,/> ’•
Усилия на основании г = / приводятся к 

этом

пока ։ывает проверка.

при обходе контура /.

заданной силе IV. При

, Iа*  — — 11

?J')=_(/:S) ։/
/

/ 1.2. / = 3 —/

Используя известные приемы, легко вычислить смещения и՛, г՛՛, 
к՛', соответствующие :։, (зависимость между и е\ линейная, причем

Полную систему напряжений в пространстве \, получим, 
если значения по формулам (4.6) подставим в формулы (4.2).

5. Заключение. Рассмо։репные гадачп изгиба парой сил и изгиба 
силой слегка изогнутого бруса н плоскости, перкендикуляриой плоскос­
ти кривизны осп бруса, приводятся к плоским граничным задачам тео­
рии упругости в плоскости поперечного сечения бруса: первая к бигар- 
моническои. вторая—к гармонической и бигармоиической.
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Даны значения всех шести компонентов напряжений. Как и следо­
вали ожидать, в рассматриваемых случаях имсс| место закручивание 
бруса (члены с множителем с О). 1’111:010.01 отсутствия надавливания про­
дольных волокон друг на друга н*՛  имеет места (наличие напряжений 
V ** /==։. 2).

friifMiWih hiirij.8U.TT 2u.iru.ubii- и.ыф.п5рлп| цич.1՛ тигр

0. U. 1ПЧ.11.Ц-на

U. if ф II ф II i И՛

/. р Lpliuilpi Ijiipill tjtj'uii i nnl iiniLn la'll (։ 4 nut (tn 14 \ttqp AqiiuAi 
l'lllrH,b l"*Aiiiiip  mtiuAippji l{ <tp m [I jin'll ui p p it i.[l 1 uAip псгщш'! 111 >tn у '.tap֊

pnipfiiAi r/Ays
U Lil-՝l !Al U At /1 !{ ft U 111 ՝։ llllj ill If 111p& Г, I) Ill'll UI If fl OtllllUJI]npfrnil! tltf Ill'll qp ft [ttidnufp 

pf‘P‘11‘1 !, pfi'i Iitpii tAtlilf h III ptl 1A1 pq IpiiAtliyptlAil.pp nptiftf tit'll pt

ON BENDING OH A HOMOGENEOUS ANISOTROPIC SLIGHTLY 
BENT BEAM

R. S. .MIX ASIAN

S 11 in 111 a r y

The soiiitf.Ofi to a problem for the bending of a homogeneous ani­
sotropic beam is obtained by means of tlu Sen-Venaii method where 
the axis of the Learn Is a plane curve of a second order.
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