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Задача распространения v.ai ннтоупруглх воли Рэлея рассмотрена 
в работах [1—4]. Волны Рэлея для случая однокомпоисятпого магии?- 
лого поля рассмотрены в [1], где предполагается, что внешнее магнит­
ное поле проникает в вакуум. Для двухкомпонентного .магнитного ноля 
волны Рэлея рассмотрены в работах [2. 4]. В [2] предполагается, что 
внешнее магнитное поле не может проникать в вакуум, велело вне чего 
на границе упругой среды возникает магнитное давление, приводящее к 
возникновению начальных напряжений. Окончательные уравнения и 
граничные условия работы [2]. как отмечается п [ I]. получены в не­
корректном виде. В работе [4] рассматриваются двухпорцизльпые по­
верхностные волны в случае проникновения внешнего поля з вакухм, 
причем в граничных условиях не учитываются члены, связанные с на­
пряжениями Максвелла в вакууме В работе [3] исследуется поведение 
волн Рэлея в продольном магнитном поле г учетом магии.того давле­
ния.

В настоящей работе, учитывая влияние начальных напряжений, 
обусловленных действием магнитного давления, исследуется сущест­
вование поверхностных волн Рэлея в и щильпо проводящем упругом 
полупространстве при наличии поперечного магии muro поля.

Показывается, что для любой упругой среды возможна только од­
на скорость распространения магннтох пр\ i их ноли Рэлея. Найдена кри­
тическая величина напряженности магнитного ноля, зависящая от коэф­
фициента Пуассона, превышение которого приводит к исчезновению 
поверхностных волн.

§ 1 Рассматривается упругая изотропная идеально проводящая 
среда, ограниченная плоскостью О.г։х3. Ось Ох< направлена ио внешней 
нормали к границе среды. Пред пол а гае ня, что среда находи гея во 
внешнем магнитном поле, вектор напряженности коюрого определяется 
следующим образом:

Но={0, 0, А70а cons:) при л'..^0

/Уо֊О при х»>Л (1.1)

Из (1.1) следует, что на поверхности упругой среды до—О залан- 
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нос магнитное поле сдовлетвбряет следующим граничным условиям 
[1֊5]:

//„• «=0. л/0:.<„= — 4° (1.2)
с

где л -единичный вектор внешней нормали к границе среды, 
вектор плотноегп поверхностного тока, г — скорость света в вакууме.

Согласно (1.1), (1.2). плотность поверхностного тока определяется 
формулой:

А-Ч'. <|:*)
4՜

где /* единичные векторы выбранной системы координат.
На Гранине среды магнитное поле, благодаря поверхностному то­

ку (1.3). создаст давление, которое направлено вдоль внешней нормали 
к границе среды в определяется следующим выражением [I -5]: 

где л—магнитная проницаемость упругой среды.
Согласно (1.4) граничные условия для упругих напряжений мож­

но представил, п виде

Ро- «?։= 0 ПРИ А'։ 0 О-5)

Откуда следует, что под действием ма.ншногб давления упругое 
полупространство находится н следующем начальном напряженном со­
стоянии:

?5Н> (1-С)

где т коэффициент Пуассона среды.
§ 2 Для описания распространения попер постной плоской маг- 

нитоунругой волны вдоль границы полупространства л֊2==0 будем исхо­
дить из линеаризованных уравнений теории магнитоупругости идеально 
проводящей среды при наличии начального напряженного состояния. 
Представляя компоненты возмущенно։о электромагнитного поля, тен­
зора упругих напряжений и вектор упругого перемещения в виде

£ь /Уад + Ло (2.1)

и предполагая возмущения малыми, основные уравнения магнитоупру- 
гости после линеаризации можно записать в пиле [6—10]:

уравнения движения среды—

+ £{[го1г°։<«х//(,)]хйи.- (22)

- 1 о? г о/;,՝ ,՝ \( ()л'՝ ди'п \ /о
2 \ бх;т: аХ[ /
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векторы индуцированием г> электромагнитного поля в среде

/'֊“Г0‘1"' //'“1 (2‘”

уравнения Максвелла для вакуума—

Д£*— -1- —- = 0, ДА*-— —= 0 (2.5)
с2 д1* сл д‘*

Здесь индексом о отмочены ненозмущенные значения рассматриваемых 
величин, а без индекса их изменения в волне, знак * относится к ва­
кууму, ।ь— плотность среды, > и (г постоянные Ляме, символ 
Кронекера.

Задачу будем решать в двумерной постановке, предполагая, что 
поверхностная волна распространяется я иаправлеииии оси ()х։. то есть 
будем искать решения уравнений (2.2), (2.5) в виде

«1=-п։(х1։ л։,/). иг=и^ху, х2, I), и, 0 (2.6)

Е*~Ё*(хг л-2, /), Л’ /Илу л-։,/) (2.7)

В силу (2.6), (2.7) из (2.2)—(2.-1) получаем следующие уравнения, 
описывающие распространение поверхностных волн:

д'-и, д-и„ . д'и. (У-и
"А1 <9л'/Лсг Г7Л_՛ 01՝

дгил . с/д/. . <Уи2 д-и.
е1 +с* “7—Ч ։ лз "ЯТз՜՜• ~Т<7*1 0Худх2 О Ху (/;֊

(2.8)

и соотношения, определяющие шачения индуцированного магнитного 
поля в среде

л։-.л,-о, 1՛,- ֊н°>(д-р- + г^) 
\с/л-։ дх2 /

(2.9)

В (2.8) приняты следующие обозначения:

нд (24-1)7., Ь3 - а0 З/, с3֊ г04-2х. <-о ло
/4-26

а0= ------
о

I Г' 
^0= 1-2;

<70, дг֊-=(1^ •/., с3 = //0-гх

—п х =аи’ ' Рй 8֊

(2.10)

где 0«0,5, 0<«<1, 0<՝;<0,5 (2.11)

Согласно [1—3, 8], на поверхности упругого полупространства 
должны выполняться следующие линеаризованные граничные условия:

Г- УР1 (■- 1՛2-3’ (2.12)

где возмущения компонент поверхностной силы электромагнитного
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происхождения, определяемые, в cn.iv (II). (2.9). следующим образом 
[9]:

А Ц/^Л-У.о,  ̂ (2.13)
ох»

Здесь 'Г\ компоненты :•֊•;.чира напряжении Микснолл.т в ереде в на­
чальном состоянии [3]

Заметим, что и (2 13) члены, сажанные с предельными значении- 
ми возмущенного #лектрпМ2гп)нного поля и вакууме, отброшены как 
величины более высокого порядка Эго упрощении является следствием 
ОТСУТСТВИЙ внешнего МВГПНТПОГО ноля в вакууме Таким обр.т Ирв 
вышелрншпых допущениях внутренняя »апача магпнтоупруго.стн пол­
ностью отделяется от внешней задачи.

I |риним.1Я во внимание -нинош- пня (1.5). (1.6) (2.6), (2.9), (2.1-0, 
граничные условнн (2.12) на поверхности среды » =0 можно предс1.'1- 
вить в виде

=0
А’/ ' <>х։ (2.14)

- ----- г (С —4 - 0 
ах.--------------дх.• I

I ле Ьл = лй I 2*-
§ 3. Будем искан, решение уравнений (2 8) в виде

и = Ал ехр(;х,)ехр(/(^л-։ — «•/)) (£ = 1.2) (3.1)

соответствующем распространению вдоль положительной осн 0х։ сипу- 
соида.н.ной поверхностной волны с частотой ф, волновым числом к, 
фазовой скоростью 15՛ = <՛>£ и амплитудой, зависящей от координаты 
л-2. .Здесь .4. — некоторые пистоян.-. -корень характеристического 
уравнения системы (2.8).

Решение (3.1) соответствует волне, амплитуда которой убывает с
ростом расстояния от границы среды, если имеет место условие 

КеЗ>0 (3.2)
где величина Рез определяет скорость затухания волны.

Подставляя (3.1) в уравнения (2 8). получим

А'/4»4.=О (Л 5= 1,2) (3.3)
где 

Л’п К.։ с44՝: А-иЛ (3.4)

Из условия совместности уравнений (3.3) получаем следующее 
характеристические уравнение для системы (2.8): 

+ /ЪК 4-Мт. А-) О (3.5)
где 
Га* (^а 4 с. г։ (д/։-»и’)(е,4։ «") (3.6)

40



Огс.юда получаем характеристические корни

- f/'։K*)+(-l)'/?։(w,A) (3.7)

где
<7,-^ 4М/։ ^֊2.И3/ЛЛ (-^

(3.8)

л 3 = АаЯ,-с , Аз=а, - ел, Я, »b3 -d,

Под (3.7) понимаются го корни, которые \дов.1етворяют условию 
(3.2).

Следовательно, общее решение системы (2.8). соответствующее 
корням (3.7), получим в виде

/Ъ=Ар> ехр^л-.) exp (/(Aja-j-cmO) ($, /»1, 2) (3.9)

причт постоянные .4<-> (х, j 1, 2), согласно (3.3). удовлетворяют 
соотношениям

Л'ь(3։)А՝?=0. = ($-1.2) (3.10)

Подставляя решение (3.9) в граничные условия (2.1-1). получим

M^)A.ll»T-/-/ (3։)Af^0 ($,/=1.2) (3.11)

где приняты следующие обозначения:

/-„ = ?, ЛЖ". L^t,^ (3.12)

Условие совместное:в уравнений (3.10), (3.11), определяющее фа­
зовую скорость распространения поверхностной волны, можно предста­
вить в виде

Е' A-M^&/“(6)|X1(G)-X։(5)j/?։(6) = O (3.13)

Здесь

9 /г.'ш, &= -А-»., Л’(9) = 1/ .1. 
Г

ед=1 1 _о= /ч.(&)- I /м*Ж֊1)¥^՜)
14 ' V 2Ь^Г3

(3.14)
/?,0) » aX^։(4'?(G) 4 //>AgsW>;(&)

g։(9) -- (а՜(t?3 - с'з) -t- Ь3(с3-а0) IG2

£t(fi) = ֊Л p
Рассмотрим при каких значениях 0. обращающих в нуль определи­
тель Д, существуют волны Рэлея.
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Из (313) видно, «[то этот вопрос сводится к исследованию ну
лей функций /{(G), 'з($)—М$) и /<р,6) при выполнонин условия

Аналогично |11] можно показать, чго волны Рэлея, соот 
ветствующпе нулям функций /.{(G) и ' ։(&) —'։(Ч. нс существуют.

Таким образом, определение скорости поверхностной годны Рэ­
лея сводится к нахождению корней 0# уравнения Рэлея /?3(6)^() 
причем таких, которые у ювлетворяют условию

Im >■։

§4. Так как функции л։(0), >^(0), /.{(5) и /.{(6), входящие в ре 
шеиия (3.9) и в выражении функции Рэлея /?а(6), многозначны, т< 
следует соответствующим образом выбрать и.х однозначные ветви 
Рассматривая вышеуказанные функции на всей комплексной плоское 
ти 0, мы будем фиксировать их значения условием, чтобы они был։
положительным)! пр)! 0 /'■<, где достаточно м ал а я положительная
величина |1J, 12].

Очевидно, что 
косги G с разрезом

функция /.J(G) однозначна 
вдоль вещественной оси

на комплексной плос

-5.<б<0к

г 1

(/г -1,2) 

1
(4.

։՜
Далее, внутренний радикал, входящий

(4.2

в выражения функций
>*(0), имеет четыре точки разветвления, определяемые выражениями

I
* V />з

(4..

Следовательно, все четыре корня • могут быть или мнимы 
ми, или вещественными в зависимости от знака величины Да (.Иа<0) 
В соответствии с этим внутренни 1 радикал выражений /.*(!>) будет од 
нозначн й функцией на плоскости 0 с разрезами, соединяющими том 
ки между собой через бесконечно удаленную точку.

Из выражения >*(&) (3.1։) следует, что существование и коли 
чество точек разветвления функций >-/.-(0) зависит от знаков величн

Аа—С^>0, ^з —-'з^л ‘4 з^з 4 С>0 (4 ч

причем можно показать [12. 13]. что точками разветвления для внеш 
них радикалов >*(0) будут точки +0։ при Аг 1 и • \ при .'е-2.

Для ^(6) и £.(&) имеем

при С ^5’ (£=1,2) (4.
где

6'= I _____ <М֊2*_______ I
Г 2(։-г1)*Ч-|М* г 1)-2<]
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I_________________ flo+2x_________________ (4.6)

Сравнивая \ с параметрами 6e в зависимости от 7 и /, получим

О<G։ <'Г. fj., Ц < ос при

0<01<^GJ<^6J*^0s<Joo при х^г^х-с^ею (4.7)

где
--(1-47)1/4^6?՜

֊<А I ‘ «О

Из выражения /"(0) и ц,.(/;) следует, что в промежутке О<^6’<0,, 
согласно (4.1) и (4.5), функция /?,(0) положительна. В промежутке 

функция /<1(4 Cian •пится комплексной и, очевидно, не об- 

р.щается а нуль. В промежутке /?л(&)- /7?(0), а в проме­
жутке —оо<0< -0, /?3(&) //?Д0), где

| £#) | '*-*• + |/VT^j(O)

причем и этом выражении радикалы считаются арифметическими.
На основании вышеприведенных результатов приходим к следую­

щему заключению:
а) уравнение Рэлея /?а(0) — 0 для каждого 7 и z либо имеет один 

корень, удовлетворяющий условию (3.15), либо не имеет корней, удов­
летворяющих этому условию, го есть в любой упругий среде в зависи­
мости от величины напряженности внешнего магнитного поля либо 
распространяется поверхностная волна с единственной скоростью, либо 
такой волны не существует;

б) скорость распространения поверхностной волны зависит от па­
раметров 7 их. причем для каждого 7 с увеличением магнитного поля 
скорость распространения увеличивается, оставаясь меньше. н?м ско­
рость медленных магнитоупругих волн;

в) скорость поверхностных магнптоупругпх волн не зависит от 
частоты колебаний в поэтому эти волны, как и упругие поверхностные 
волны, распространяются без дисперсии;

г) для любой среды (для любого 7) существует такое критическое 
значение внешнего магнитного поля /*(7 , превышение которого приво­
дит к исчезновению поверхностных волн.

Легко показать, что глубина проникновения полны Рэлея А* (то 
есть глубина, па которой амплитуда волны падает в 1/е раз), связан­
ней с медленными возмущениями, определяется выражением А*՜

С увеличением величины напряженности внешнего магнитного по­
ля (то есть с увеличением параметра х) Зг(6Л-) убывает, стремясь к 
нулю при X—хж, или, что го же самое, при х-х» А’, увеличиваясь, стре­
мится к бссконечиосчн. Это значит, что при увеличении величины внеш­
не! о магнитного поля глубина проникновения полны Рэлея у величина- 
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ется и в пределе, когда поле достигаем своего критического значения, 
глубина проникновения стремится к бесконечности, а волны Рэлеи 
превращаются и объемные волны.

На основе численного авали кт приведены таблицы и графики за* 
висимосгп скорости полны Рэлея от величины напряженности магии i 
кого поля при различных коэффициентах Пуассона. Приняты следую­
щие обозначения: Л = х/б/0; Х.^ —y=|/fr.y^

/\։0лиц<: I

V/' 0.05 0.25 0.35 0.45

O.Ü 0.95 0.93 0.92 0.90
0.1 1.00 0.97 0.94 0.91
0.2 1.05 0.99 0.96 0.92.
0*3 1,10 1.03 0.99 0.94
0.4 1.15 1.06 1.00 0,96
0.5 1,19 i > 1 1.03 0.97
0.6 1.23 1.11 1.05 0,98
0.7 1.27 1.14 1.07 0.99
O.8 1.31 1.17 1.10 i .no
0.9 1.34 1.19 1 • II 1.02
1.0 1.38 1.22 1.13 1.03
Ы 1.41 1.24 1.15 1.04
1.2 1.26 1.16 l 4X5
1.3 l .28 bis 1,06
1.4 1.0 1,19 1.(3
1.5 — — 1.20 1. lu

1.41 1.31 1.21 1.10

•Легко показать, что при и—О, то сеть при отсутствии магнитного 
[юля уравнение Рэлея А\дЬ)=О превращается и уравнение, которое, 
как показано в [11]. равносильно уравнению Рэлея для изотропной 
среды Как видно из (1.7), поведение корней уравнения Рэлея изучено 
также при -х=0. Этот факт отражен на фиг. I.

В конце заметим, что имеет смысл отдельно исследовать волнн 
Рэлея при двухкомпопентном магнитном подо с учетом начал։.ном 
магиятиого давления.

Авторы благодарят профессора Багдасаряна Г. Е за постанови} 
Задачи и обсуждение результатов.
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THE SURFACE MAGNETOELASTIC RAYLEIGH WAVES IN THE 
TRANSVERSAL MAGNETIC FIELD

Z. N. DANOYAN. Л. M, SIMONIAN

S u rn m a r y

Taking Into account the effect of Initial stresses stipulated by in­
homogeneity of the magnetic field, the existence of Rayleigh surface 
waves has been investigated in the presence of a perfectly conducting 
elastic semi-space in the transversal magnet.c field. It has been shown 
that for any elastic medium th are exists only ;։ single prorogation velo­
city for the Sirface magnetic-elastic wave. The magnetic field critical 
value which depends on the Poisson ratio has been found, beyond 
which the surface wave vanishes.
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